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DUALIDAD Y ANALISIS POSTOPTIMO

DEFINICION DEL PROBLEMA DUAL

De acuerdo con Thaja (2012), el problema dual se define sistematicamente a partir del
modelo de PL primal (u original). Los dos problemas estan estrechamente relacionados
en el sentido de que la solucion
Optima de uno proporciona au-
tomaticamente la solucion opti-

EL PROBLEMA DUAL SE DEFINE SISTEMATICAMENTE ma al oo, es decr desde ua
A PARTIR DEL MODELO DE PL PRIMAL (U ORIGINAL). Uncion objetive de maxiriza

cion podremos también obte-
ner la funcion minimizar. (Taha,
2012, pag. 137)

- De acuerdo con Taha (2012), “En la mayorfa de los tratamientos de PL, el dual se de-
fine para varias formas del primal segln el sentido de la optimizacion (maximizacion
0 minimizacion), los tipos de restricciones (<, = 0 =), y el signo de las variables (no
negativas o irrestrictas)” (Taha, 2012, pag. 137)

- Ademas. la definicion del problema dual requiere expresar el problema primal en la
forma de ecuacion que ya hemos visto en los modulos anteriores. Todas las restric-
ciones son ecuaciones con lado derecho no negativo, y todas las variables son no
negativas.

- Asimismo, como indica Taha (2012), este requerimiento es consistente con el formato

de la tabla inicial simplex. Por eso, cualesquier resultados obtenidos a partir de la
solucion optima primal son aplicados directamente al problema dual asociado.



Seqgln Taha (2012), las ideas claves para construir el dual a partir del primal se
resumen como Sigue:

I. Asigne una variable dual por cada restriccion primal.

0.

Construya una restriccion dual por cada variable primal.

Los coeficientes de restriccion (columna) y el coeficiente objetivo de la variable
primal j-ésima definen respectivamente los lados izquierdos y derechos de la
restriccion dual j-ésima.

Los coeficientes objetivo duales son iguales a los lados derechos de las ecua-
ciones de restriccion primales.

Las reglas que aparecen en la tabla 1 rigen el sentido de optimizacion, la direc-
cion de las desigualdades y los signos de las variables en el dual. Una forma
facil de recordar el tipo de restriccion en el dual (es decir, < 0 =) es que si el
objetivo dual es de minimizacion (es decir, apunta hacia abajo), entonces todas
las restricciones seran del tipo > (es decir, apuntan hacia arriba). Lo opuesto
aplica cuando el objetivo dual es de maximizacion.



TABLA 1: Reglas para construir el problema dual

\Y

Maximizacion Minimizacion Irrestricta

IA

Minimizacion Maximizacion Irrestricta
TABLA T- Reglas para construir el problema dual.

“Todas las restricciones primales son ecuaciones con lado derecho no negativo y todas las
variables son no negativas. Tabla tomada de Tabla tomada de Taha. H. (2012). Investigacion de
operaciones (novena ed). México: Pearson.

TABLA 2: Reglas para construir el problema dual

Restricciones <> Variables
> <> <0
< <> >0

= Restricciones

irrestrictas
Viariables
>0 <> =
<0 <> <
Irrestrictas <> =

TABLA 2: Reglas para construir el problema dual. Tabla tomada de Tabla tomada de Taha H.
(2012). Investigacion de operaciones (novena ed.). México: Pearson..
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En relacion con esta tabla, Taha (2012) explica que:

Observe que los encabezados de columna que aparecen en la tabla no utilizan el
nombre primal y dual. Lo que importa en este caso es el sentido de optimizacion.

Si el primal es de maximizacion, entonces el dual es de minimizacion y viceversa.
Observe también que no hay medidas especificas para incluir variables artificiales

en el primal. La razon es que las variables artificiales no cambiarian la definicion
del dual (pag. 140):

RELACIONES PRIMAL-DUAL

Veremos varias relaciones primal-dual que pueden usarse para calcular de nuevo los
elementos de la tabla simplex Optima. Estas relaciones constituyen la base de la inter-
pretacion economica del modelo de PL y del analisis postoptimo.

Repaso de operaciones con
matrices simples

La tabla simplex puede generar-
se por medio de tres operaciones
de matrices elementales:

(fila vector) x (matriz)

(escalar) x (matriz)

Por comodidad, estas operaciones se resumen. En primer lugar, presentamos algunas
definiciones de matriz:

- Una matriz, A, de tamafo (m x n): es un conjunto rectangular de elementos con
m filas y n columnas.

- Un vector fila, V, de tamano m: es una matriz (1 x m).

- Un vector columna, P, de tamaiio n: es una matriz (n x 1).




Representaciones matematicas
1. (Vector fila X matriz, VA). La operacion es valida solo si el tamafio del vector fila V
y la cantidad de filas de A son iguales. Por ejemplo:
I 2
(11.22.33) (3 4) = (Ix11+3x22+5x33 2x11+4x22+6x33)
5 6
=(242 308

2. (Matriz X vector columna, AP). La operacion es valida solo si la cantidad de colum-
nas de Ay el tamafio del vector columna P son iguales. Por ejemplo:

11
13 5[99 IXI+3x22+5x35 _ [ 242
2 46 f\z3/ 2xXI+4x22+6x33 308

3. (Escalar X matriz, «A). Dada la cantidad escalar a (o constante), la operacion de
multiplicacion eeA da una matriz del mismo tamano que la matriz A. Por ejemplo,
dado que a = 10:

qo123).10 20 30
456) 4050 60

FE
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Diseiio de la tabla simplex

La Tabla 3 representa esquematicamente las tablas simplex inicial y generales.

De acuerdo con Taha (2012):

En la tabla inicial, los coeficientes de restriccion bajo las variables iniciales forman una
matriz identidad. Con esta disposicion, las iteraciones siguientes de la tabla simplex
generadas por las operaciones de filas de Gauss-Jordan modifican los elementos de la
matriz identidad para producir lo que se conoce como matriz inversa. La matriz inversa

es la clave para calcular todos los elementos de la tabla simplex asociada (Pag. 142).

Variables iniciales

Fila z objetivo g | |

[]

Columnas de
restriccion

(Tabla inicial)
Variables iniciales

Fila z objetivo % | | - |:|

Columnas de
restriccion

(Iteracion general)

TABLA 3: Representacion esquematica de las tablas simplex inicial y general. Tomada de Taha, Hamdy.
(2012). Investigacion de operaciones (novena ed). México: Pearson
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SOLUCION DUAL OPTIMA

Las soluciones primal y dual estan estrechamente relacionadas. Asi pues, de acuerdo

LAS SOLUCIONES PRIMAL Y DUAL ESTAN
ESTRECHAMENTE RELACIONADAS.EN UN
MODELO DE PL EN EL QUE LA CANTIDAD

DE VARIABLES ES CONSIDERABLEMENTE
MENOR QUE LA DE RESTRICCIONES.

Método 1

Valor optimo de la variable dual y = (

Método 2

(Valores optimos de Ias) _
variables duales

con Taha (2012), “en un modelo de PL en
el que la cantidad de variables es con-
siderablemente menor que la de res-
tricciones, pueden ahorrarse calculos
resolviendo el dual porque la cantidad
de calculos simplex depende en gran
medida (aunque no totalmente) de la
cantidad de restricciones” (Taha, 2012,
pag.143).

Esta seccion proporciona dos métodos
para determinar los valores duales.

Coeficiente z primal optimo de la variable inicial x)
+ Coeficiente objetivo original x,

Vector fila de los coeficientes .
- - . Inversa primal
objetivo originales de las variables | x ( )
basicas primales optimas

Optima

Tomado de Taha, Hamdy. (2012). Investigacion de operaciones (novena ed.). México: Pearson
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INTERPRETACION ECONOMICA DE LA DUALIDAD

Una vez mas, Taha (2012) explica que:

El problema de PL puede considerarse como un modelo de asignacion de recursos
que busca maximizar los ingresos con recursos limitados. Considerando el pro-
blema desde este punto de vista, el problema dual asociado ofrece interesantes
interpretaciones econdmicas del modelo de asignacion de recursos.

Para formalizar el planteamiento, considere la siguiente representacion de los
problemas primal y dual (pag.153).

Maximizar z = % C X, Minimizar w = E by,
=l i<l

Sujeto a Sujeto a

nZauxjsb‘,iﬂ,z ..... m mauy‘zcj,le ,,,,, n

il il

X = 0Jj=12..n y<0=l2..m

Considerado como un modelo de asignacion de recursos, el problema primal
consta de n actividades econdmicas y m recursos. El coeficiente ¢j en el
primal representa el ingreso por unidad de la actividad j. EI recurso i con
disponibilidad b, se consume a razon de 3, unidades por unidad de actividad .




INTERPRETACION ECONOMICA DE LAS VARIABLES DUALES

Taha (2012) nos explica que:
Para cualquiera de las dos soluciones factibles primal y dual, los valores de

las funciones objetivo, cuando son finitos, deben satisfacer la siguiente des-
igualdad:

En el optimo, los dos valores objetivo son iguales, es decir, z = w.

En funcion del modelo de asignacion de recursos, z representa S ingresos, y b
representa unidades disponibles del recurso i. Por lo tanto,

Dimensionalmente, z = w implica:
S ingresos 7= 5 by = 5 (unidades del recurso i) x ($ por unidad del recurso i)
il i=l

Esto quiere decir que la variable dual, y. representa el valor por unidad del
recurso i.

El nombre estandar precio dual (o precio sombra) del recurso i reemplaza el
nombre (sugestivo) valor por unidad en toda la literatura de programacion
lineal y en los paquetes de software.

Utilizando el mismo analisis dimensional, podemos interpretar la desigualdad
z <w (para cualquiera de las dos soluciones primal y dual) como:

(Ingreso) < (Valor de los recursos)

Esta relacion expresa que en tanto el ingreso total de todas las actividades
sea menor que el valor de los recursos, las soluciones primal y dual correspon-
dientes no seran optimas. La optimalidad se alcanza solo cuando los recursos
se han explotado por completo. Esto puede suceder solo cuando la entrada
(valor de los recursos) se iguala a la salida (ingreso en dolares) (Pag. 154).
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INTERPRETACION ECONOMICA DE
LAS RESTRICCIONES DUALES

Segin Taha (2012):

El significado economico de las restricciones duales puede lograrse utilizando la si-
guiente formula | la cual establece que en cualquier iteracion primal,

Lado izquierdo de la ) ( Lado derecho de la

El coeficiente objetivo de x = T 4 o .
J restriccion dual j restriccion dual j

m
=Z] WYt G
-

Una vez mas utilizamos el analisis dimensional para interpretar esta ecuacion. El ingre-
S0 por unidad, C, de la actividad j esta en dolares por unidad. De aht que, por consisten-
cia, la cantidad también debe estar en dolares por unidad.

m

2ay,

i=1

A continuacion, como ¢ representa ingreso, la cantidad con signo opuesto debe repre-
sentar costo:

m

Say

=l

Por lo tanto tenemos:

s _< [ Consumo del recurso i por Costo por unidad del
Scosto—gaijy‘—z P ) ( P

+ \ unidad de la actividad j recurso i
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La conclusion es que la variable dual y1 representa lo que se conoce en la literatura de
PL como costo imputado por unidad de recurso i, y podemos considerar que la cantidad
como el costo imputado de todos los recursos necesarios para producir una unidad de
la actividad j.

m

Say

=

La cantidad

Eau y,~ ¢ [= costo imputado de la actividad j-c)
i=l

Se conoce como costo reducido de la actividad j.

La condicion de optimalidad de maximizacion del método simplex plantea que un incre-
mento en el nivel de una actividad j no utilizada (no basica) puede mejorar el ingreso
solo si su costo reducido es negativo. En funcion de la interpretacion precedente, esta
condicion establece que:

Costo imputado de recursos consu- ) <« | Ingreso por unidad de la
midos por unidad de la actividad j actividad |

De este modo, la condicion de optimalidad de maximizacion dice que es econdmica-
mente ventajoso incrementar el nivel de una actividad si su ingreso unitario excede su
costo unitario imputado (Pags. 155-156).
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ALGORITMOS S/MPLEX ADICIONALES PARA PROGRAMACION
LINEAL

Nuevamente, citamos a Taha (2012). Este autor explica que:

Algoritmo simplex dual
que se inicia como no

UNA CONDICION DE FACTIBILIDAD DIFERENTE, CONOCIDA factible ~ (pero mejor
COMO EL BORDE MAS INCLINADO, HA MEJORADO TANTO Que Gptimol y asf per
manece hasta que se

LA EFICIENCIA DE CALCULO DEL ALGORITMO S/MPLEX restaura la factiblidad,
DUAL QUE AHORA ES EL ALGORITMO DOMINANTE (BASADO y el algoritmo simplex

EN S/MPLEX) PARA RESOLVER PL EN TODOS LOS CODIGOS generalizad, due com
ina los métodos sim
COMERCIALES. plex primal y dual, los

cuales se inician sin
ser ni optimos ni fac-
tibles. En los tres algo-
ritmos se utiliza el analisis postoptimo que se vera mas adelante (Pag.158).

Algoritmo simplex dual
Taha (2012) comenta que:

El método simplex dual se inicia con una solucion mejor que optima y una solucion
basica no factible. Las condiciones de optimalidad y factibilidad estan disefiadas para
preservar la optimalidad de las soluciones basicas a medida que la solucion se mueve
hacia la factibilidad.

Condicion dual de factibilidad. La variable de salida, x_es la variable basica que

tiene el valor mas negativo (los empates se rompen de forma arbitraria). Si todas las
variables basicas son no negativas, el algoritmo se termina.
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Condicion dual de optimalidad. Dado que x_es la variable de salida, sea ¢ el costo
reducido de la variable no basica x.y e el coeficiente de restriccion en la fila x y en la
columna x de la tabla. La variable de entrada es la variable no basica con es < 0 que
corresponde a:

ming %,0( <0
]

(No basica de xJ)

c
=

(04
1

(Los empates se rompen arbitrariamente). Si o0 = CON todas las X, No basicas, el pro-
blema no tiene una solucion factible.

Para iniciar la programacion lineal optima y no factible, se debe cumplir con dos requi-
sitos:

1. La funcion objetivo debe satisfacer la condicion de optimalidad del método simplex
regular .

2. Todas las restricciones deben ser del tipo (<).

Las desigualdades del tipo (=) se convierten en (<) al multiplicar ambos lados de la
desigualdad por -1. Si'la PL incluye restricciones (=), la ecuacion se puede reemplazar
por dos desigualdades. Por ejemplo, x, + x, = 1. equivale ax +x,<1x +x,21.0x +X <1 X #=1.
La solucion inicial es no factible si al menos uno de los lados derechos de las desigual-
dades es negativo (Pag. 159).
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ALGORITMO S/MPLEX GENERALIZADO

De acuerdo con Taha (2012): “El algoritmo simplex (primal) se inicia factible pero no
optimo. El simplex dual se inicia mejor que dptimo y no factible” (Taha, 2012, pag. 164).

¢Y qué pasa si un modelo de programacion lineal se inicia no optimo y no factible al
mismo tiempo?

En este caso, de acuerdo con Taha (2012):

Desde luego, podemos utilizar variables y restricciones artificiales para asegurar una
solucion inicial. Sin embargo, esto no es obligatorio porque la idea clave de los métodos
simplex primal y dual es que la solucion factible dptima, cuando es finita, siempre ocu-
rre en un punto de esquina (o una solucion basica).

Esto indica que puede desa-
rrollarse un nuevo algoritmo

EL ALGORITMO S/MPLEX (PRIMAL) SE INICIA simplex basado en el uso
FACTIBLE PERO NO OPTIMO. EL S/IMPLEX DUAL de uno tras otro de los me-
SE INICIA MEJOR QUE OPTIMO Y NO FACTIBLE todos simplex dual y sim-

plex primal. Primero utilice
el algoritmo dual para des-
hacerse de la no factibilidad
(sin preocuparse de la optimalidad). Una vez restaurada la factibilidad, puede usarse
el simplex primal para hallar el optimo. Como alternativa podemos aplicar primero el
simplex primal para asegurar la optimalidad (sin preocuparnos de la factibilidad) y luego
utilizar el simplex dual para buscar la factibilidad (Pag. 164).
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ANALISIS POSTOPTIMO

En relacion con este tema, Taha (2012) explica el siguiente ejemplo:

Nos ocuparemos de los cambios de los parametros del modelo y de la determinacion de
la nueva solucion optima. Considere, por ejemplo, un caso en la industria avicola, donde
comanmente se utiliza un modelo de programacion lineal para determinar la mezcla de
alimentos optima por pollo.

El consumo semanal por pollo varia de .26 Ib (120 gramos) para un pollo de una semana
de edad hasta 21 Ib (950 gramos) para un pollo de ocho semanas de edad. Ademas, el
costo de los ingredientes en la mezcla puede cambiar periddicamente. Estos cambios
requieren un nuevo calculo periodico de la solucion optima. El analisis postoptimo de-
termina la nueva solucion de una manera eficiente.

La siguiente tabla lista esos casos que pueden surgir en el analisis postoptimo y las
acciones necesarias para obtener la nueva solucion (suponiendo que existe una):

La solucion actual permanece Optima y factible.  No es necesaria ninguna otra accion.
La solucion actual se vuelve no factible. Use el simplex dual para recuperar factibilidad.

La solucion actual se vuelve no optima. Use el simplex primal para recuperar optimalidad.

Tabla tomada de Taha, H. (2012). Investigacion de operaciones (novena ed.). México: Pearson.
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Cambios que afectan la factibilidad
Sobre este punto en particular, Taha (2012) explica que:

La factibilidad de la solucion optima actual se ve afectada solo si cambia el lado dere-
cho de las restricciones, 0 se agrega una nueva restriccion al modelo. En ambos casos,
la no factibilidad ocurre cuando una o mas de las variables basicas actuales se vuelven
negativas.

Cambios en el lado derecho. Este cambio requiere volver a calcular el lado derecho de
la tabla aplicando la formula:

Nuevo lado derecho de la ) _ [ Inversaen la ) Nuevo lado derecho de la
tabla en la iteracion i iteracion i tabla en la iteracion

Recuerde que el lado derecho de la tabla muestra los valores de las variables basicas
(Pag. 166).
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