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Al igual que las matrices y los sistemas de ecuaciones lineales, los vec-
tores son claves en el estudio del dlgebra lineal. Los vectores tienen dos
naturalezas diferentes. Una geométrica y otra algebraica, para poder enten-
der su aplicabilidad es necesaria la comprensién de las dos. Los vectores
tienen una gran variedad de aplicaciones, por ejemplo, en fisica son muy
importantes para representar fendmenos de mecdnica, electricidad, mag-
netismo, optica, fluidos, entre otros, en dos o en tres dimensiones. Hoy
existen diversas herramientas que nos permiten visualizar de una manera
mds adecuada la representacion de los vectores en dos y tres dimensiones,
para de esta manera entender e interiorizar mejor sus aplicaciones. De ahi
la importancia del manejo de un software adecuado para esta tarea como
puede ser GeoGebra, que es un software libre que se puede descargar en
cualquier computador e incluso ya cuenta con aplicaciones para dispositivos
moviles, este es de codigo abierto, lo que permite crear herramientas nuevas
de acuerdo con las necesidades del usuario, también tiene la ventaja de que
se pueden encontrar una gran variedad de tutoriales que nos orientan sobre
su utilizacién, ademds de una pdgina oficial con diversas aplicaciones, foros
de ayuda en linea, ejercicios, etc.

De igual manera, se puede utilizar Matlab que es un programa robusto
de cdlculo numérico que requiere de un poco mds de conocimientos en
programacion. Durante el desarrollo del eje que abarca los temas de vec-
tores, rectas y planos en tres dimensiones (R®), nos apoyaremos en grd-
ficas construidas en GeoGebra y esperamos asi poder dar respuesta a la
pregunta orientadora del eje ; como emplear las nuevas tecnologias, como
GeoGebra, Matlab, Math, entre otras, para representar vectores en dos y
tres dimensiones y determinar intersecciones entre lineas planos y solidos? Al
final del eje le sugerimos observar una serie de videos sobre la utilizacion del
software GeoGebra y Matlab, aunque también debe buscar otros tutoriales
disponibles en la red.
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Definicion de valor y vector

En ciencias e ingenieria podemos definir diferentes tipos de medidas como lo son las
medidas cualitativas, cuantitativas, cardinales, ordinales, escalares y vectoriales. Estas dos
ultimas son de suma importancia por su aplicacion y utilizacién en la vida cotidiana como
en los campos de las ciencias aplicadas. Recordemos que una medida escalar es aquella
que requiere de un valor numérico y una unidad de medida para quedar perfectamente
definida, algunas magnitudes que podemos expresar utilizando medidas escalares son:
la masa, el tiempo, la longitud, la capacidad, la rapidez, el costo o precio de un articulo,
el nimero de elementos de un conjunto, entre muchas otras.

Cuando dices 6 kg, esta expresion es totalmente @

comprensible para cualquier persona en cualquier Kg

dmbito y contexto, en este caso la magnitud (masa) Abreviatura utilizada en el
- , . . Sistema Internacional de Pe-

se expresa utilizando un valor numérico 6 y una unidad sas y Medidas para denotar

de medida (kilogramo: kg), no se necesita nada mds la unidad fundamental de la

masa: kilogramo.

para que sea totalmente entendible.

La definicion de vector puede tomar diferentes connotaciones, aunque la mds sencilla
es la de una magnitud fisica cuya determinacién exige el conocimiento de un moédulo o
valor numeérico, una direccion y un sentido. Algunos ejemplos de medidas vectoriales
son: el desplazamiento, la velocidad, la fuerza, el impetu, el gradiente de la temperatura,
etc. Por ejemplo, el velocimetro de un coche realmente no estd midiendo la velocidad del
coche, mide la rapidez ya que Unicamente indica el valor numérico y la unidad de medida:
80 km/h. Para que midiera la velocidad deberia indicar, ademds del valor y la unidad de
medida, la direccién en la que se desplaza.

En dlgebra lineal un vector se puede representar de forma algebraica como una lista
ordenada de sus componentes:

3
¥ = (1, ., By

O como una matriz de una columnay n filas:
e
1

ilmportante!

Los vectores se representan por letras mindsculas a
las que se les agrega una flecha encima indicando
que tienen direccion, algunos autores los escriben
simplemente con negrilla.
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Sea A una matriz cuadrada, un numero real A se dice que es un valor propio o un
eigenvalor (por su origen del alemdn), o un valor caracteristico de la matriz A, si existe

un vector ¥a ¥a diferente del vector cero que cumple que:
Av, = Au,

Es decir, un vector que al multiplicarlo por la matriz A conserva su direccion; sin
embargo, su longitud o sentido se pueden modificar. A este vector se le llama eigenvector
o vector propio asociado al valor propio A.

Ejemplo

Ejemplo 1
Valor propio de un vector

Encuentre un valor propio A, si existe, para la matriz y el vector indicados:

RN

=+
Primero verificamos si = es un vector propio de A multiplicando la matriz por el

vector.

Como un vector es una matriz de una columna, entonces aplicamos la multi-
plicacién de matrices para lo que se debe tener en cuenta que la cantidad de
columnas de la matriz sea igual a la cantidad de filas del vector.

o [1 2]{1:] :{[Ufliﬂﬂfll}:{ﬁj
2 1 (ZH1) + (1)(1) 3
En este caso encontramos un nuevo vector, ahora veremos si éste es multiplo de .

=) =3()-3

Entonces podemos concluir que el nimero A = 3 es un valor propio.

-+

Ejemplo 2
Valor propio de un vector
Encuentre un valor propio A si existe para la matriz y el vector indicados:
4 1 2 2y
A=13 0 1 o= | -]
2 0 1 g
Procedemos como en el ejemplo anterior:

4 1 21/ 2 4M2)+ (1)(=-10+ (2)(1) g
Av= 13 0 1 (—l)— (3MH2)+ (0 =12+ (1){1) —(?)
2 0 1)\ 1 (2)(2)+ (0)(—-1) + (1)(1), 3

()

Como no existe un numero A que haga realidad esta ultima igualdad, entonces
=+ . . .
 No es un vector propio de Ay por tanto no existe un valor propio A.
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Definicion y representacién grdfica de un vector

Un vector se puede representar por medio de un segmento de recta £F con una
longitud y direccién especificadas, el punto O se conoce como el origen del vector vy el
punto P como el final o extremo de este, la longitud de la linea que une los puntos Oy P
determina el valor o médulo del vector. Por lo general se coloca la cabeza de una flecha
en el extremo del vector para indicar su direccién.

Figura 1.
Fuente: https://bit.ly/2lxznOQ

También un vector se puede ver como una pareja ordenada de coordenadas carte-
sianas (x,y) en donde el origen del vector se encuentra en el origen del plano cartesiano,
el punto de coordenadas (0,0) y el extremo en el punto de coordenadas (x,y). En este
caso, para graficar el vector nos movemos tantos espacios como indique la primera
coordenada en el eje de las X (a la derecha si es positiva la coordenada o a la izquierda
si es negativa), de igual manera procedemos con la segunda coordenada que ubicamos
en el eje de lasY (hacia arriba si es positiva y hacia abajo si es negativa), luego trazamos
las proyecciones de estos desplazamientos, y donde se crucen se ubica el extremo del
vector, el médulo o magnitud del vector estard determinado por la longitud de la linea
que une el origen con este punto.

Figura 2.
Fuente: https://bit.ly/2ohoXti

De igual manera se puede utilizar la triada ordenada (x,y,z) si hablamos de un vector definido en
tres dimensiones, por ejemplo el vector &+ = (2, —4,1) & = (2,—4,1) en tres dimensiones quedard
graficado de la siguiente forma:
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Figura 3.
Fuente: propia

Operaciones y propiedades

Las operaciones de adicién o suma, diferencia o resta, multiplicacién o producto por
escalares del dlgebra bdsica y las operaciones entre matrices se pueden generalizar a
los vectores, teniendo en cuenta que un vector, como ya se dijo anteriormente, se puede
representar como una matriz columna.

Suma de vectores

Se puede realizar por el método grdfico o el algebraico, para el primero, se ubican

avb . ,
los dos vectores = <~ de tal manera que coincidan sus origenes, luego se trazan rectas

paralelas a los vectores para formar un paralelogramo, la diagonal mayor de este es el

a+ b
vector que suma )

Figura 4.
Fuente: https://bit.ly/2nVbgK2
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Para el método algebraico se define la suma de la siguiente manera:
a= (a0, ..,a,) y b= {b,b,, . ..b,)
Entonces el vector producto de la suma b
a+b= (a; +b,a, +by,..,a, +hb,)

Es decir, se suman las componentes correspondientes de los vectores.

estd dado por:

Ejemplo 3

Suma de vectores
Encuentre la suma de v = (2.5.3) y u = [Ad 1]
+E=W(2+15+23+(-1))

Ftn=w= (372)

En la grdfica podemos observar la representacion de la suma de los vectores

- —
I

: Figura 5.
Fuente: propia

Resta de vectores
Al igual que la suma, se puede resolver utilizando métodos grdaficos o algebraicos. En

el método grdfico se sigue el mismo procedimiento que para la suma solo que ahora la
diagonal menor del paralelogramo nos da el vector resta 5 — .
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oy

4 Figura 6.
Fuente: https://bit.ly/2My2c20

Al utilizar el método algebraico la resta de vectores se define asi:
a= (a,e,, .,a,) ¥y b= (b,b,,...B)

Entonces el vector suma @~ © estd dado por:
A—h= (o — By, ms —bype,—hB2)

i
-

. b (¥
Es decir, se restan las componentes del vector = a las componentes del vector ™.

Instruccion

Para representar grdficamente vectores en dos y en
tres dimensiones y realizar operaciones entre ellos
utilizando el software matemdtico GeoGebra, revise
el recurso de aprendizaje: videorresumen, titulado
Vectores en dos dimensiones y en tres dimensiones.

Disponible en la plataforma.

Resta de vectores en tres dimensiones

Encuentre i y b—a < g = Z,5,3) y b=(1,2-1)

= |

=

2—-1,5-23 - (-1}

w = (
d—b=w= (1,34

. a, b yw
En la grdfica podemos observar los vectores )

- méd 3 pongamos en practica 10



Figura 7.
Fuente: propia

b—d=w={1—22-5/(-1}—-3)

e b, ayw
En la grdfica se observan los vectores ™* ™ -

Figura 8.
Fuente: propia

Producto por un escalar

=Y
& . . .y
El producto de un escalar m por un vector © es otro vector en la misma direccién,

7 -+ .
pero con un moédulo que es m veces mayor que el del vector &, el sentido del vector es el
mismo si el escalar m es positivo u opuesto si el escalar m es negativo. Si m = 0, entonces
se obtiene el vector nulo. El producto por un escalar se define entonces:

- méd 3 pongamos en préctica 1]



e
Entonces m" es

mv = (mw,, mv,, ..., mv, )

Ejemplo 5

Multiplicacién de un vector por un escalar
-

Seam=3 vy Uk 40 encuentre m"
mr = 3(2,3,0)
mv = (6,9,0)

En la grafica podemos apreciar la solucién:

Figura 9.
Fuente: propia

Norma de un vector

También conocida como mdédulo o magnitud, es un escalar que nos indica qué tan
=+

. . . 5
largo es el vector, y se define de la siguiente forma para un vector

r= (v, v, . 17)

|
ol = fin?+ v+t

- méd 3 pongamos en préctica 12



Ejemplo 6

Norma de un vector

Calcule la norma o médulo para cada uno de los siguientes vectores:

v =[(23 -1

y  u=(—30,5)

]
= J33+3’+{—1‘f = Jt+o 11 = \f15

—

|
fil = —3°40°4+5° = Jo40+25 = /34

=
YL

Los vectores

. e}
En general se puede decir que para tres vectores ™~

se ven en la grdfica junto con el valor de su norma:

—

25z

Figura 10.
Fuente: propia

=
y dos escalares m, n, se cumplen

las siguientes propiedades para las operaciones de suma, resta y multiplicaciéon por un

escalar.
a+b=5b+a
a+{b+c)=(dt+b)+¢

-
Mo = am

n(ma) = (mn)a

{m+mn)a=(ma+na)

m(a+ b)= ma+ mb

Propiedad conmutativa de la suma.
Propiedad asociativa de la suma.

Propiedad conmutativa del producto por un escalar.

Propiedad asociativa del producto por un escalar.
Propiedad distributiva del producto de un escalar res-
pecto a la suma de escalares.

Propiedad distributiva del producto por un escalar
respecto a la suma de vectores.

Tabla 1.
Fuente: propia

- méd 3 pongamos en préctica 19
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Propiedad conmutativa

Esta indica que el orden de los
sumandos no altera el resulta-
do final de la operacién.

Propiedad asociativa

Esta indica que es posible aso-
ciar mds de dos términos al
desarrollar una suma sin que
esto altere el resultado final.

Propiedad distributiva

Segun esta es posible realizar
la multiplicacion del factor
comun por cada uno de los
términos y luego sumar los
resultados.




Realizaremos la demostracion de la propiedad conmutativa de la suma de vectores
y la propiedad distributiva del producto por un escalar respecto a la suma de vectores.

5={nl,n:,*-',ﬂ.;]y5=(1:'1,1:-:," a+b=>h+a

Dados los vectores i3 b"-], demostrar que:

Planteamos las dos sumas:
{HL.H:,"' ,E.;:l _'_{-bl-'b_‘-'"'Jb-:.] T Ele b:-'""br.:l :_{"'TJ-'“:J I-I"ﬂl'.]

(e, +b,, 0, + by, 0, +b,F =(b, +a,b; +a,,,b,+a,)
Organizando los términos en el segundo miembro de la igualdad obtenemos:
{a;+b,,a, + b;5,"~,0, +b,) =({a,+b,a,+ by, , o, +5,)
m(a+ )= mat+ mb
Planteamos las operaciones indicadas y desarrollamos:
m({a;,a,,,a,) +(b, b, b)) =m(a,, o, a}+m(b, b, 5]
mia, +b,a, + by, ,a, +b,) =(ma,; may,~,ma,})+ (mb;,mb,, -, mb,)

m(a, +b,),m{(a, + b,),*  m{a, +b,) =ma, +mb, ma,+, m b, ., ma, + mb,

Factorizando m en la segunda parte de la igualdad obtenemos:
miay + b )omia, + by )--omia, +b) =mia, +&)mia; + byl m{a, + b,

De esta manera, nos quedan demostradas las dos propiedades, las otras propiedades
se dejan como ejercicio a los estudiantes.

Estructuras del espacio vectorial

Si a cada punto de coordenadas cartesianas (x, y, z) en una determinada region del
espacio se le puede asociar un vector @ = (x, y, z), entonces podemos definir un campo
o espacio vectorial V en la regién R. Dicho de otra manera, un espacio o campo vectorial
es un conjunto V de vectores en el que se han definido las operaciones de suma, resta
y multiplicacion por un escalar y que cumplen con los siguientes axiomas. Es de anotar

. : 3+
que V es un conjunto no vacio, V ~ @

-
. e, o v
Para cualquier clase de vectores ™ & -

v B

(ir )
escalares & ¢

que pertenecen al espacio vectorial Vy los

, se cumple que:

ut+ v eV

- a a =
i+ "= U+ It

- méd 3 pongamos en practica | 1Y



(E+ )+ w= ut{u+ w)

0, EV 0+ v=1v

o Existe un vector nulo tal que

Y

v £V Et-l—-lz—y:l=ll:|L~

. (Bl eV
o Para cada , existe un opuesto "~ ¥ de tal forma que

o v EV
@+ P =it e
(x+B)()=wxu+ fu

o (B 7)) =(x Flv

Algunos ejemplos de campos vectoriales son las velocidades
de todos los puntos en el interior de un fluido en movimiento,

las velocidades y posiciones que toman los puntos de una
rueda que gira alrededor de un eje, los campos de fuerza que
se utilizan en el estudio de la dindmica y la electricidad, el
conjunto de polinomios Pn de todos los polinomios de grado
menor o igual que n.

Combinaciones lineales

Este concepto es clave para poder determinar la dependencia e independencia lineal
de vectores, bdsicamente es una superposicién o combinacion de objetos matemdticos,
vectores y escalares. Imagine que tiene dos sefiales de audio que se pueden atenuar o
amplificar para mezclarlas, a eso se refiere una combinacion lineal.

— — — —— — — —_—
s 2

Dados los vectores FleVaelaie Uy Fieliae Uz, e Uy Oy g p By, e r Ky

- S

y los escalares

# que son todos numeros reales, una combinacién lineal es una expresion
de la forma:

—_— J— J— —_—
0, Ty T EaV; THgl 1T 1 a,u,

Como podemos ver en esta definicidn, la combinacién lineal se basa en las operaciones
del producto de un escalar por un vector y suma de vectores.

- méd 3 pongamos en prdctica 5



Ejemplo 7

Combinacidn lineal entre vectores en R3

o 61 — 41 + 3wor — 410+ 3w
Encuentre la combinacién lineal T T para los vectores:

3 2 3
v = (ﬂ) H=(—1) W= ( 1)
5 . 4 1
Aplicamos la definicion de combinacion lineal:
3 F 3
{g-dtieels]
3 1 11'|
Luego, multiplicomos por los escalares:
18 [+ 9 '.I
(e 542
30 16 3}
Sumamos los vectores y encontramos nuestro resultado:
19
&)
11
Como podemos observar la combinacién lineal nos da como resultado otro
vector.

Este concepto se puede aplicar a las ecuaciones diferenciales lineales y homogéneas,
teniendo en cuenta la solucién general:

}{t] =X ,-."'Ij_l:.f:l T }'1{t]

Para obtener las soluciones particulares se deben obtener los valores de las constantes
a, es decir: los coeficientes de una combinacion lineal.
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Ejemplo 8

Combinacién lineal de vectores

Dados los vectores:

- -0 -0

. . T . o 2 H T, IE VL
Indique si el vector © es una combinacion lineal de los vectores 3

Para solucionar este problema debemos encontrar las constantes

-+ —F o |

.8y ¥ Ky

que satisfagan la ecuacién:

o, U+, Ut Ey W= T

=+ —F o |

9 L7, LE T LA 0
Sustituyendo los vectores " < 7 y realizando el producto por los escalares
), ¥ 3 obtenemos el sistema:

2o+ 4o+ 2 0,=2

3o+ 6o, + 4,=1
2

o+ o+ 6 ,=—6

Para resolver el sistema formamos la matriz ampliada y la reducimos (esta parte
se deja como ejercicio al estudiante).

L & 2
3 6 4|1
2 4 Al-6

Obtenemos el sistema:
o+ 2w, =3
= —2

| R i §
= |0 0 1|=2
0 0 010

Observando la ultima fila de la matriz reducida y resolviendo el sistema obtenemos

los valores:
o,=13
o= 0
o= —2

Con lo cual se puede verificar lo siguiente:
3v4 0u—2w=z

Esta comprobacién también se deja a cargo del estudiante.
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Instruccion

Para representar graficamente combinaciones lineales
entre vectores en dos y en tres dimensiones, utilizando

el software matemdtico GeoGebra, revise el recurso de
aprendizaje: videorresumen 2, titulado Combinaciones
lineales con GeoGebra. Disponible en la plataforma.

Dependencia e independencia lineal

Para abordar los conceptos de dependencia e independencia lineal es necesario recor-
dar lo que es el vector nulo, este vector es aquel cuyas todas sus componentes son cero,

es decir:
(1]
a _ - ﬂl‘l

r=0 = r=
o/

Si tenemos una combinacion lineal con n vectores y n escalares e igualamos esta al
vector nulo tendremos:

oy LI ey —%
vy + ooy taguy ot oo, =0

Ndétese que el cero que aparece después del igual hace referencia al vector cero o nulo.

Esta combinacién lineal tiene una solucion trivial que se da cuando todos los esca-

- Oy, Ey,, @, =0aa@,, 0y, , @, =0 .
lares cumplen con lo siguiente: "+ 7E 1 . e . Efectivamente,

siempre que multiplicamos algun nimero por cero su resultado es cero y con los vectores
sucede lo mismo, al multiplicar cada componente que es un numero real su resultado es
cero y asi obtenemos el vector nulo. Cuando encontramos una solucién no trivial de la
gy, Fg, =", 0

combinacién lineal anterior, es decir que al menos uno de los escalares 1

0 B RCTCI - O . . )
LH2ar e seq diferente de cero podemos decir que los vectores son linealmente

dependientes.

- méd 3 pongamos en practica ],



Ejemplo 9

Dependencia lineal entre vectores

= |

. [ T ¥ | . .
Comprobar si los vectores © -~ ™ son linealmente dependientes:

() ()

[ P o
Debemos encontrar dos escalares '+ = =, de tal manera que se cumpla que:

F- 3
o, | 6 |+e.|=9]=0
-1 6
Si hacemos 't Tk nos queda:
2 3 (-] & 0
3l 6 |+ 2=9]= 18 |+ | =18]1= [ D
-4 6 =12 12 o/

En este caso, como encontramos dos escalares diferentes de cero que hacen
verdadera la igualdad, podemos decir que los vectores son linealmente
dependientes. Si no se encuentra una solucién diferente a la trivial, es decir,
la solucion trivial es la Unica solucion, entonces los vectores serdn linealmente
independientes.

Los términos linealmente dependientes y linealmente independientes son excluyentes,
es decir, un par o conjunto de vectores son linealmente dependientes o linealmente
independientes, no pueden ser las dos cosas al mismo tiempo o ninguna de las dos. Para
saber si un grupo de vectores son linealmente dependientes o independientes debemos
escribir la matriz ampliada del conjunto y llevarla a su forma escalonada reducida, si
los resultados dan todos cero quiere decir que son linealmente independientes, pero si
alguno o varios de los resultados son diferentes de cero quiere decir que los vectores son
linealmente dependientes.

Ejemplo

Ejemplo 10

Dependencia e independencia lineal entre vectores

-+ —k -

F, W WL 0 0 . .
Dados los vectores ~* + 7, comprobar si son linealmente dependientes o lineal-
mente independientes.

G R ERY
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Escribimos la matriz ampliada, tomnando cada vector como una columna y proce-
demos a realizar transformaciones elementales por filas:

1 0 10
(1 2 SE)I'_' fa - 0}
o 3 30

10 1|0
0 2 2o|fa=f/2
0 3 3lo

0 1lp

1 <|o ) f=6-36

o . .
s on & aon
= I

P b | =

i1l |B=2f3
=
1 0 %D
. | fﬂ
o o 11°
Obtenemos el sistema:
r+z=1
1
}"+EJ ﬂ
=0

Que es la solucion trivial, por tanto, los vectores son linealmente independientes.

Ejemplo 11
Dependencia e independencia lineal entre vectores.

Dados los vectores comprobar si son linealmente dependientes o linealmente
independientes:

0 =0

Escribimos la matriz ampliada, tomando cada vector como una columna y proce-
demos a realizar transformaciones elementales por filas:

1 3 2"[!
(! 5 I[I) Lef.f
3 ¥ E‘U‘
1 3 2|0
(ﬂ 2 =1 ﬂ]f! =i -3
3 5 &8lo
1 3 2|0
(ﬂ' 2 =1 ('I) fi=fi+ 26
O -4 210
1 3 X0
(ﬂ 2 -1 I:I)
o0 0 &ld

Coémo obtenemos solo ceros en la ultima fila esto nos indica que el sistema tiene
infinitas soluciones, por tanto los vectores son linealmente dependientes.
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Conjuntos generadores e
Se dice que un conjunto de vectores “irFzeFEie Fan definidos en un espacio R" son
generadores de este espacio si existe un vector i que pertenece a R" que puede ser
expresado como una combinacién lineal de vectores:

v = (xq, X5 X5, 2%y )

=+

—s — — —
V= agy to@aln oAy + oo+ @y,

s g 0y, Eq, gy, " O,

Para que esto se cumpla deben existir escalares ~t* 2773 “ que puedan ser expre-

s . =5

sados en términos de las componentes del xi, x3 xs, ... x, del vector w.

Ejemplo 12

Conjuntos generadores

Dado el conjunto de vectores L = {1, W, §, comprobar si estos son un conjunto
generador de R*si 4 = {1,1.0), w = (0,11} ¥ § = (101}

Entonces debemos comprobar que existe un vector que se puede expresar como
una combinacion lineal de los vectores i, w, i

V=(xy2)= qii+ oW+ aud

Entonces:

(x,7.2) = a;(1,1,0) + o,(0,1,1) + z(1,01)

(x,y.z) = (@, e, 0) + (0, a3 a3 ) + (03, 0,a;)

(x,7.2) = (@, + ag, 03 + a3 @z + ;)
De aqui obtenemos el siguiente sistema, en el que se igualan los componentes
de cada vector:

iy tas =y

iy +lly =2
Escribimos la matriz ampliada del sistema y por medio de operaciones bdsicas
de filas, la llevamos a la forma escalonada para ver si el sistema tiene solucion.

1 0 1|x
(1 1 I]J-’) B=fH-0
o 1 1|2
10 1] X
(n 1 -l_v—x) h=H(H-H
1 | il &
1 0 1 X
(ﬂ 1 =1 ¥—=X )
D o0 2lE-ytx
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Como la solucién nos muestra un sistema homogéneo, es decir: tiene solucién,
entonces se sabe que los vectores i, W, §son un conjunto generador de R?, en este
caso no es necesario hallar los valores de los escalares iy, &, ¥ 5. sin embargo,
se deja como ejercicio al estudiante para que verifique que los valores.

X+y—2 —xX+vV+E xX—y+4+2z
iy = ——— o = ————— fg = —————
1 2 ¢ F 2 F 3 2
Base y dimension: cambio de base
Para que un conjunto de vectores w;,v-,1....7, sean la base de un espacio vectorial

R" debe cumplir dos condiciones:

1. Que los vectores sean linealmente independientes:
@ v, F ot Fagty + oo+ @, =0

2. Que el conjunto de vectores sean un generador de R":

0= (g, 2, 19,7, X, ) = gy + oty +oagty + oo 4 @ty
Ejemplo 13
Base en R3
Compruebe si el conjunto L= [# = {-1,00), & = (0,20}, w = {0,0,1)] es una base para R°.

Entonces debemos verificar que los vectores i, iy W son linealmente independientes y
ademds forman un conjunto generador para R°.

o (=1,00)+ F(020)+ y(0,01)=(000)
(=, 0,0) + (0.5.0)+ (0.0,y) = (0.0.0)

(—a, 28, v) = (0,0,0)

Obtenemos el sistema de ecuaciones igualando componente a componente:
0
a=0-=>a=028=0 = E_E f=0y=0

Podemos ver que los vectores son linealmente independientes. Ahora debemos probar
que son un conjunto generador de R*:

a (—1,0,0) + F(0,20)+ ¥ (0,0,1) = (x,v,2)

Procediendo de igual manera que en el apartado anterior obtenemos:

—a=x =2a=x20=y —bﬂ—g ¥y =2
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Entonces nuestra combinacién lineal nos queda:

x(—1,0,0) 4 ; (0.2.0) + z (0,0,1) = (x.7.2)

Lo cual nos permite comprobar que los vectores i, 1 ¥ W generan un espacio R>.

Como se cumplen las dos condiciones dadas entonces podemos afirmar que los vec-
tores 1,1 ¥y W constituyen una base para R®. La dimensién de la base estd dada por el
numero de vectores que la conforman, en este caso la dimension es tres.

El cambio de base nos permite expresar las coordenadas de un vector expresado en
una base determinada en términos de otra base requerida, es muy comun utilizar la base
canodnica, la cual se puede definir como

B, = {(1,0,0, 00, (0,10, 0), {001, 0), =, (0,00 17}

Observa los siguientes ejemplos en los cuales se realiza el cambio de base de la base
candnica a otra base y viceversa.

Ejemplo 14
Cambio de base

Dado i {—1,0, —1)en la base candnica, expresarlo en términos de la base B= {(1,-1,1),
(0,1,1,(0,0,-1) }

Para esto lo que debemos hacer es hallar las coordenadas de cada uno de los vectores
de la base canodnica B_en términos de la base B, para esto tomamos cada vector de la
B. y lo igualamos a la combinacién lineal de los vectores de B.

(1,0,0) = x(1,—1,1) + y(0,1,1) + 2(0,0,—1)
(1,0,0) = (x, —x, x) + (0, %) + (0,0, —2)
(1,0,0) = (x —x +v.X + ¥V —2)

Ahora igualamos componente a componente y obtenemos el sistema:
y=1]

—x+y=1{

X+y—z=10

Resolviendo el sistema con x =1 obtenemos:
=1

~14+y=02y=1

l+1=z2=0 =z2= 2
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Entonces podemos expresar que (1,0, 0) = (1,1, 2), Procedemos de igual manera para
el vector (0,1, 0)

(OI1IO)= X(11_1/1)+ Y(O/1/1)+ 2(0101_1)

Al desarrollarlo obtenemos el sistema (este desarrollo se deja como ejercicio al
estudiante).

¥r=40

—x+y=1

x+y—z=10
Resolvemos el sistema y nos da:

x=10

0+y=1¥y=1

0+1—-z2=0 2= 1

El vector (0,1, 0) = (O, 1,1), Procedemos a desarrollar para el vector (0, O, 1)

(0,0,1) =x(1,-11)+ »{0,1,1) + =(0,0,-1)
Al desarrollarlo llegamos al sistema:
x =10
—x+y=10

x+y—z=1

Resolviendo tenemos que:
x=10

D4y=0 2y=0

O0+0=2z=1 =2z= -1
Y (0,0,1) = (0,0, -1),, la matriz de cambio de base nos queda:

10 0
Mepg=|1 1 0
2 1 -1

Con esta matriz ya podemos expresar el vector # (=1, —1] en base B, lo que hacemos
es multiplicar la matriz de cambio de base por el vector expresado como una columna
en base candnica (este vector queda igual solo que se coloca como un vector columna
como veremos en el ejemplo siguiente):

10 0]/-1 L : —1
Mg s e \1 1 0 ( 0 ) Multiplicando tenemos: 7o = (—'l)
2 1 -11\-1 1
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Ejemplo 15

Matriz cambio de base

Encuentre la matriz de cambio de base de la base B a la base candnica para el
ejemplo 14.

B = {{11 -1,1],. ('J,l.l:l, ('DJ'DJ _1] }
B. = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}

Procedemos igual que en el ejemplo anterior, es decir expresamos los vectores de
la base B como una combinacion lineal de los vectores de la B_.

(1,—1,1) = x(1,0,0) + ¥(0,1,0) + z(0,0,1)

Resolviendo obtenemos el sistema:

=1
y= =1
=1

Entonces (1,-1,1) .= (1,-1,1) . , como podemos ver las componentes son las mismas
B Bc
entonces podemos escribir la matriz de cambio de base de la base B a la B_como

1 0 0
Mﬁ.ﬁ.:- = |-1 1 0
1 1 -1

Este procedimiento visto en los ejemplos 14 y 15 es vdlido para realizar el cambio
de base entre cualquier par de bases que no incluyan a la base candnica.

Rectas y planos en 3x3

En este apartado trabajaremos dos operaciones entre vectores que son de suma impor-
tancia en el dlgebra lineal y sus aplicaciones como lo son el producto punto y el producto
cruz. Para finalizar, se realizard un trabajo sobre rectas y planos en tres dimensiones en
que se aplican los conceptos de vectores.

Producto punto

También conocido como producto escalar por el resultado que se obtiene, se puede
definir como:

=

Dados los vectores d = {ay, @y, -, a,) ¥ b= {b,, b, b, entonces

. M

@ b= (ahb, +a,b, ++a,b,
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Como podemos apreciar el producto punto escalar o interno nos da como resultado
un escalar y no un vector.

Ejemplo 16
Producto escalar entre vectores

Encuentre i - 3f paralosvectores i = (2,—3,5) ¥ u = (0,6,—2)
ied=(2:0+(-3)6+5 (-2)=0-18—-10

=

VU= -28
El producto escalar cumple con las siguientes propiedades para cualquier vector
i b,y &y un escalar f.
d-d= |d]?
di-b=bh-d
d-(b+¢)=d-b+d-¢
Bi-b=pla-b)=d (B7)
0-da=0

Realizaremos la demostracion de las propiedades, las restantes se dejan como ejercicio
al estudiante.

Definimos el vector @ = (@,, @z, **,a,
e d-d= |d]

(ajrﬂ:-';”'-ﬂ‘rl}(nlrﬂ}'a'"-'a‘n.} = \llrﬂ;lz +”;!2 o oAb ﬂnz

(HL)[HL} + {ﬂzj( HE} + o+ (ﬂrt.}( ﬂ"} ﬂ._'l_z + ﬂzz + 4+ ﬂﬂE

© 0-d=0
(g, a5, ,a0,)(0) =0

(a;)(0) + (a;)(0) + -+ (a,)(0) =0
O+0+ 0=0

0=0
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~
Si dos vectores @ ¥ b estdn anclados en el origen de un plano cartesiano se dice que

estos son perpendiculares u ortogonales, si el dngulo entre ellos es de 90° o /2, entonces

podemos encontrar el dngulo entre los vectores utilizando la siguiente expresion:

a-h
cos 8 = =
|| |b]
Como consecuencia de lo anterior se puede afirmar que dos vectores son ortogonales si
L
a-b=10

Esta demostracion se deja como ejercicio al estudiante.

Una aplicacién muy importante del producto punto en fisica, es el cdlculo del trabajo
(W) realizado por una fuerza (f) constante que desplaza un objeto una cierta distancia
(x), si nos fijamos detenidamente en la férmula W = f - x, podriamos pensar que esta-
mos realizando un producto entre los escalares fuerza (f) y distancia (x) pero resulta que
lo que realizamos es un producto escalar entre los vectores de fuerza y desplazamiento,
por esto el resultado que obtenemos es un escalar.

Ejemplo 17

Calculo del trabajo fisico aplicando el producto escalar

La direccién y magnitud de una fuerza constante estdn dadas por el vector

-+

f =1{2.3.5). Calcular el trabajo realizado sobre un cuerpo que se desplaza bajo
el efecto de esta fuerza desde los puntos P = (—3,2,0) hasta @ = (0,4, 2).

En este caso el vector desplazamiento ;TQ' estd dado por:
PO =(0—(-3).4-22-0)=(322)
Ahora calculamos el trabajo:

W=7F-P3=(235 (3.22)=2-3+3-2+2-5=22

Figura 11.
Fuente: propia
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En la grdfica podemos observar los vectores fuerza y desplazamiento.

Sila fuerza estd dada en newtons y el desplazamiento en metros obtendremos
julios o joules (J).

Producto cruz y proyecciones

También es conocido como producto vectorial y estd definido para vectores en el
espacio R’ a diferencia del producto punto en el producto cruz o vectorial obtenemos

como resultado un vector.

Dados los vectores d = {a,,a=.as) ¥ & = by, b= b), entonces el producto vectorial o cruz

i vb se define como:

~ N I
axh= [-:Ll a, a,
by ba by

En donde i,j,k son los vectores unitarios definidos para un espacio R°.

Ejemplo 18

Producto cruz entre vectores

Calcular el producto ¢ x I para los vectores @ = (3,0,—1) ¥ b= (2,—1,1).

L A
dxb=|[3 0 -1
2 -1 1

Aplicando cofactores obtenemos:

P 0 -1, B -11;,13 0
b= 5 Tli-B YL+l Sl
xb=(0-1)i- (3=(=2))j+(-3-0)k
dxbh=-i-5 -3k =(-1.-5-3)

= H

El producto vectorial o cruz escalar cumple con las siguientes propiedades para cual-

quier vector g h,y v un escalar .
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ﬁ.'r:g—ﬂ_—.ﬂxﬁ

axh =—hra

(Ba)x b= B (dxb)= dx(pb)
dx(b+é)=(dxb)+ (dxd)
[u'.rf.;]- c=qa:- (E.;.tt"}
ﬂ'x{ﬁxr‘] =[:i-:?'_’j5—|:fi-5]r?'

También es conveniente anotar que:

o Elvector gy b esortogonal al vector { y al vector j,

o Dos vectores v E son paralelos si dxh =0.

Demostraremos las dos primeras propiedades para lo cual definimos los vectores:
d = (a5, @y a,) , b= (by, by, by} y0 = (0,0,-+,0).
o dx0D=0=0zxd.

Planteamos las matrices y desarrollamos teniendo en cuenta que el O representa el
vector nulo:

i j k PoJ ok
[al s agl—ﬁ—lﬂ 0 U]
o o 0o iy, @, a5
(£)(a2)(0) + (j)(as)(0) + (k)(a,)(0) — (k)(az)(0) — (j)(a,)(0) — (i)(as;)(0) = 0
= (1)(a3)(0) + (j)(a,)(0) + (k)(az)}(0) = (k)(a,)(0) = (7)(as)(0)
= (1)(az)(0)
Realizando los productos nos da:

04+04+0-0-0-0=0=04+04+0-0-0-0

0=0=10
e dxb=—bxi
i j ok i j k
[E:L a; ﬂz] == ’5‘1 by b‘:l
by b by iy @y fly

()(az)(bs) + (7)(as)(by) + (K)(a;)(bs) — (K)(a2)(Dy) — (J)(ay)(bs) — (1)as3)(b2)
= —((1)(ag)(hs) + ()ay)(by) + (K)(az)(by) — (K)(ay)(b2)
() (ag)(by) — (D) (az)(bs))
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Al operar los signos tenemos:

(1)(az)(ba) + (1)(aa)(by) + (k)(ay)(Bz) — (K)(az)(By) = (7)(ay )(Ba) — (1)(a3) (D)
= =(i)(az)(b:) = (7)) (Ds) = (k)(az)(b,) + (K)(a, )(B:)

+ () (as)(by) + (i)(az) (bs)

Al organizar los términos tenemos:

(£3(a2)(ba) + ()(aa)(by) + (k)(ay)(b2) — (k)(@z)(Ba) — (F)(@1)(Ba) — (f)(az)(D:)
= (D) (az)(hy) + (f)(az)(hy) + (k}(ay)(bz) = (k)(az)(h;) = (f)(a;)(by)
= ()(a;)(bs)

El angulo entre dos vectores &y & estd dado por la expresion:

| x b|

sind="—o
|

Instruccion

Ya que el concepto de matriz aparece durante todo su
curso de dlgebra lineal, para realizar operaciones entre

matrices, utilizando el software matemdtico GeoGebra,
revise el recurso de aprendizaje videorresumen 3, titulado
Operaciones bdsicas entre matrices. Disponible en la
plataforma.

La recta y el plano

En esta parte describiremos las rectas y los planos en R® valiéndonos de los conceptos
vectoriales de paralelismo y ortogonalidad o perpendicularidad. En dlgebra bdsica, para
encontrar la ecuacién de una recta, es necesario conocer dos puntos diferentes por los
cuales pasa la recta o un punto y la pendiente de esta. En dlgebra lineal podemos conocer
la ecuacién de la recta si conocemos un punto por el que pasa la recta y la direccion de
esta. La ecuacion vectorial de la recta estaria determinada por:

OR + OF = FR
En donde OF es el vector posicion de un punto R sobre la recta, OF igualmente es el

vector posiciéon del punto P sobre la rectay PR es el vector que une los puntos Py Ry es
paralelo a la recta, entonces podemos afirmar que:

PR =t

En donde t es un escalary {f es un vector paralelo a PR en este orden de ideas la
ecuacion vectorial de la recta nos queda:

OR = OF + t¥
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Utilizando un poco de dlgebra, es decir, reemplazando los vectores por sus componen-
tes obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta que serdn:
x=n+tinp—nly=ywn+iv,—wlxy=5+tz— )
Ahora si despejamos t en cada una de las ecuaciones anteriores y reemplazamos x, - x,
=aq,y,-y,=byz,-z=cendondea, bycsonnimeros reales obtenemos:

T—X ¥Y—M I—I

i i ¢

Obtenemos las ecuaciones simétricas de la recta.

Ejemplo 19

Ecuaciones vectoriales, paramétricas y simétricas de una recta

Encuentre las ecuaciones vectoriales, paramétricas y simétricas de la recta que
pasa por los puntos P, (2, 3,5) y P, (1,0, -4).

Lo primero que debemos hacer es encontrar el vector F.
V= (1=2)i+(0—3)j+ (—4—-5)k

V=—i—3j—9%
Ahora para un punto R (x,y,z) que se encuentra sobre la recta se debe cumplir
que:

OF = OP + t7

Reemplazando nos queda:
xi+vj+zk = 2i +3j + 5k + {(=i = 3j — 9k)
xi+yj+zk=(2—t)i+(3-31)j +(5—-90)k

Que es la ecuacion vectorial de la recta, igualando componentes o aplicando la
definicion de ecuaciones paramétricas obtenemos:

Xx=2=t
y=3-3t
g=5-—-=0¢

Por Ultimo, tenemos que a = -1, b = -3y c = -9 entonces las ecuaciones simétricas
de la recta son:
x=4 y=3 =5
-1 -3 -9
Para verificar que estas son las ecuaciones se pueden reemplazar los valores de P,
(2,3,5)yP, (1,0, -4) y ver que se cumplan las igualdades anteriores. Esta tarea
se deja como ejercicio al estudiante.
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Para encontrar la ecuacion de un plano es necesario conocer un punto que se ubique
sobre este y un vector no nulo que sea ortogonal a todos los vectores que se encuentran
en el plano, este vector recibe el nombre de vector normal al plano.

Sea P un puntoy fi un vector no nulo, entonces un plano en R*se puede definir como

el conjunto de puntos Q para los que se cumple que Fi - #i = 0. Si definimos P {xg, Vo, 20 ),
@ (x,v.2)y 1 = ai + bj + ck, entonces tenemos:

Pg-ii=10
Esto implica:

a{x— %) +Bly— v )+clz—z,)= 10

Al organizar esta ecuacion obtenemos la ecuacion cartesiana de un plano que es:
ax+by+cz = d
Donde:

d = ax,+by, +cz, = OP - 1l
Ejemplo 20
Ecuacién cartesiana de un plano

Encuentre la ecuacion cartesiana del plano que pasa por el punto (2, 4, 5) y tiene un
vector normal 7l = 2I + 4j — 6K.

Aplicando la férmula del plano obtenemos:
20x— 2 +4(y— 4 -6(z— 5 =0
Al desarrollarlo llegamos a:

x—4+4y—-16—-624+30= 10

2x + 4y — 6z - —110

Figura 12.
Fuente: propia

En la grdafica podemos ver el plano correspondiente a la ecuacién 2x+4y-6z = -10.
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Ejemplo 21
Ecuacion de un plano

Encuentre la ecuacion del plano determinado por los puntos P (4, 3,1), Q (-6,4, -7) y
R(-1,2,2).

Primero debemos hallar los vectores Fii y G& que se encuentran dentro del plano y
son ortogonales al vector normal 1:

PO ={4—(-6))i+{3— 4} +(1—(-7)j= 10i - j + Bk
OR = (=6 — (=1)}i + (4= 2)j + (=7 = 2))j = =5i +2j — 9%

Entonces tenemos que:

S
fi=POXQR=|10 —1 8|=—7 +50j+15K
-5 2 -9

Aplicando la ecuacién del plano y tomando uno de los puntos en este caso el punto
P tenemos:
~fx - 4)+50(y— 3+ 15z~ 1)= 10

=7x+28=h0y =150+ 152=15=10
~¥x 4+ 150y + 15z = 137

El plano y los vectores se ven en la grdfica:

Figura 13.
Fuente: propia
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Dos planos con vectores normales @y b son respectivamente:
o Paralelos si @¥5 son paralelos, es decir d — thodXb— 0
« Ortogonales si dy 5 son ortogonales o @ « & =0

Ejemplo 22

Planos paralelos

Demuestre que las gréficas de las ecuaciones 2y — 3y —2—-5-=0 §y —6r -9y +32+2-10
son planos paralelos.

Por definicién sabemos que los vectores i (2. —3.—11 ¥ b (—6.—9,3) son normales a los
dos planos, entonces calculamos el producto cruz entre ellos y si el resultado es cero
comprobaremos que los planos son paralelos.

ik
2 =3 =1
=5 =9 3

ixh= = —9i + 6] — 18k — (9i + 6f + 18k)

dxb= —18i — 36

']
'

R I e

*

i

l.fl--.l-n- -
ik M
I

& ¥

Figura 14.
e Fuente: propia

Esto confirma que los planos no son paralelos. También es posible encontrar los puntos
de interseccién entre dos planos que corresponden a una recta.
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Ejemplo 23
Interseccién entre planos

Encuentre los puntos de interseccién entre los planos con ecuaciones 2x —y —z =13
Y x+2y+z=71.
Las coordenadas de cualquier punto P (x, y, z) deben satisfacer las dos ecuaciones,

por tanto, resolvemos el sistemna de dos ecuaciones con tres incégnitas por medio de
operaciones elementales entre filas.

{; —11 _11|;} Fz=Fz2-2F

(; % L|5,) Fe=-Frs

(0 7 wssliys)

Entonces podemos concluir que:

11 3
=55
Y=7-2yv-z2
zZ=1
Reemplazando obtenemos las ecuaciones parametricas de la recta:
11 3 [E]
y=—-=<=I Ecuaciones paramétricas
5 5 Sistema de ecuaciones que permite repre-
sentar una curva o superficie en el plano o en
13 1 el espacio, mediante valores que recorren un
1= —4+ =f intervalo de numeros reales, mediante una
variable llamada pardmetro, considerando
5 5 ble llarada p derand
cada coordenada de un punto como una
7=t funcién dependiente del pardmetro.

Figura 15.
Fuente: propia
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En la gréfica aparecen los planos y la recta por la cual se interceptan, a partir de las
ecuaciones paramétricas podemos encontrar las ecuaciones vectoriales o simétricas de
la recta siguiendo el procedimiento descrito en el ejemplo 19. Esta parte se deja como
ejercicio al estudiante.

Como se indicd al comienzo del eje todos estos procedimientos y ejercicios se pueden
desarrollar utilizando software como GeoGebra o Matlab, entre muchos otros que se
encuentran disponibles. Se recomiendan estos dos pues son los mds utilizados y de los
cuales se encuentran los tutoriales con mas facilidad.

Instruccion

Para repasar los conceptos vistos durante el eje 3, usted debe
realizar las actividades de aprendizaje que se proponen a
continuacion. No olvide resolver la actividad prdctica que

se encuentra disponible en la plataforma.

"R Visitar pagina

A continuacion, te damos una serie de enlaces de varios videos
sobre la utilizacién y aplicacién de GeoGebra y Matlab para que
los revises y puedas desarrollar ejercicios en esas herramientas
de software.

https://youtu.be/WwGwEO44eW0O

https://youtu.be/VtS5vobIx3o

https://youtu.be/d-CY8sYqQz0

https://youtu.be/hx85mKuPtalU

https://youtu.be/dufFt111GtWA

De esta manera damos por finalizado el eje tres esperando que los conceptos aprendi-
dos hallan dado respuesta a la pregunta orientadora del eje y sobre todo le sirvan como
una gran herramienta en el desarrollo de su futura vida profesional.

25 Lectura recomendada

Complemente sus conocimientos adquiridos en el
transcurso de este eje por medio de la lectura:

Algebra lineal y sus aplicaciones. Espacios vectoriales
infinitos (pp.263-275)

Eduardo Gutiérrez y Sandra Ochoa
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