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Anteriormente el dlgebra lineal era parte de los planes de estudio de los
estudiantes de matemdticas y fisica principalmente, y también recurrian a
ella aquellos que necesitaban conocimientos de la teoria de matrices para
trabajar en dreas técnicas como la estadistica multivariable (Grossman,
2012). Esta tendencia comenzd a cambiar y se han encontrado aplicaciones
en biologia, estadistica, quimica, economia, finanzas, psicologia, sociologia
e ingenieria, entre muchas otras dreas del conocimiento. Entre las aplica-
ciones que utilizan dlgebra lineal estdn la transmisién de informacion, el
desarrollo de efectos especiales en peliculas y video, la grabacion de sonido,
el desarrollo de motores (mdquinas) de busqueda en internet y el andlisis
econdmico (Kolman, 2006).

En ingenieria civil se utiliza para analizar los esfuerzos que deben
soportar las estructuras en una construccion, en ingenieria electrénica los
elementos conectados entre si se pueden representar por medio de una
matriz, en ingenieria de telecomunicaciones los sistemas de comunicacion
simultdnea de multiples entradas y salidas se manejan por medio de deter-
minantes que juegan un papel importante en la estrategia de codificacién
de la informacion, en ingenieria dptica la aplicacién de vectores en dos y
tres dimensiones nos permiten representar diversos fendmenos naturales
relacionados con la propagacion y percepcion de la luz, y asi podriamos
seguir enumerando una gran cantidad y variedad de aplicaciones del dlge-
bra linea. De ahi la importancia del estudio de esta asignatura para el
desarrollo profesional de los futuros ingenieros.

Lectura recomendada

Antes de comenzar le recomendamos que realice la
lectura complementaria:

Bosquejo histdérico del dlgebra lineal

Juan Boza Cordero

Una vez abordado el documento es importante

@que realice la actividad control de lectura. Esta
la encuentra disponible en la pagina principal de
este eje.
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Matrices

El concepto de matriz alcanza multiples aplicaciones tanto en la representacion y
manipulacion de datos como en el cdlculo numérico y simbdlico que se deriva de los
modelos matemadticos utilizados para resolver problemas en diferentes disciplinas como
las ciencias sociales, la economia, la fisica, la estadistica, las diferentes ramas de la
matemdtica y, por supuesto, la ingenieria. De ahi la importancia de conocer y familia-
rizarnos con la teoria bdsica sobre los tipos de matrices, sus operaciones y propiedades
para posteriormente poderlas aplicar a la solucién de problemas en diferentes contextos
que nos ofrecen las dreas del conocimiento.

Definicidon

Sean my n ndmeros reales, una matriz A de tamafo m x n es un arreglo rectangular
de numeros organizados en m filas o renglones y en n columnas, en donde el total de
numeros que componen la matriz estd dado por el producto m x n a cada numero a, le
corresponde una determinada posicion dentro de la matriz.

[ @y @z g3 77 Sy T By,
d3y @y M R T B
By GQgz Ggy 77 By T dgy
A=| : @ ] 5
@ B Ay 1| in
8m1 Buz Bpa 7 ey T @]

Por lo general las matrices se denotan con letras mayusculas A, B, C, ...X, Y, Z, mien-
tras que sus elementos se denotan con letras minusculas a, b, ¢, ...x, y, z. Los elementos
de una matriz siempre se ubican por filas y columnas, por ejemplo, el elemento a,, se
encuentra en la fila 3y en la columna 2 y el elemento a; estd en la fila iy en la columna
jjendondel<ismyl<j<m.

El tamafo de una matriz estd determinado por el numero de filas y el numero de
columnas que forman la matriz, tomando siempre primero el nimero de filas y luego
el nimero de columnas. Si una matriz es de tamafo 4 x 3 quiere decir que tiene cuatro
filas y tres columnas.
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Ejemplo

Ejemplo 1

Posicion de los elementos de una matriz

En la siguiente matriz indique cudles nimeros corresponden a los elementos a,,, a,,
033 Y 023'
3 4 51
g=11 0 8
230 xk

En este caso el elemento a,, corresponde al nimero 4 puesto que este se encuentra en
la fila 1y la columna 2. El elemento a,, es el nimero 10 ya que es el que se encuentra
en la fila 3y columna 2. El elemento a,, corresponde al nimero 7 que estd ubicado en
la fila 3y la columna 3. Finalmente, el elemento a,, corresponde al numero 8 que se
ubica en la fila 2 y la columna 3.

Ejemplo 2
Tamarno de una matriz

Indique el tamafo de cada una de las siguientes matrices:

2 8 9 0 8
)
golo -1 be=|s -1 6| ar=[2 3¢ 7]
4 11 3 14 21

La matriz D es de tamanfo 3x2 ya que tiene 3 filas y dos columnas. La matriz C es de
tamano 3x3 puesto que tiene 3 filas y 3 columnas. La matriz F es de tamarfio 2x3 pues
estd conformada por dos filas y tres columnas.

@ Instruccion

Para repasar su comprension sobre lo dicho realice el siguiente
ejercicio:

e Enlasiguiente matriz indique a qué elementos corresponden
los nimeros 0,2, 6y 9.

[ 94
A=15 0 4
- R S

e 2. Construya una matriz con cada uno de los siguientes
tamanos: 2x2, 3x4, x5 y 4x2
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Clases de matrices

Podemos encontrar diversos tipos o cla-
ses de matrices dependiendo de la forma
en que se presentan, algunas de ellas con
mucha utilidad y algunas otras no tanta.
En este apartado las nombraremos e ilus-
traremos con ejemplos y en posteriores ejes
profundizaremos en la aplicacién de algu-
nas, cuyo concepto y utilidad son de gran
relevancia.

o Matriz cuadrada: es la que tiene
igual numero de filas y de columnas,
por ejemplo, una matriz 2x2, 3x3,
4x4, etc.

- 7]
8 Jauz

e Matriz rectangular: es aquella en la
que el nimero de filas y el nimero de

columnas no son iguales, una matriz
2x4, 3x5, 6x2, etc.

A=[—1 2 +]

A= [L:lr —35 ;]m 10 -5 o0l,.

o Matriz escalonada: es aquella en la
que el primer elemento no nulo de
cada fila es uno y estd a la derecha
del elemento no nulo de la fila supe-

rior.
g 1 7§
A=0 0 1
0 0 02

e Matriz escalonada reducida: es una
matriz escalonada en la que el ele-
mento que se encuentra encima de
cada elemento no nulo en cada fila
también es cero.

1 1 7Fj
A=10 1 0
o o 12

- mod 1 conceptualicemos

Matriz triangular superior: es la ma-
triz cuadrada en la que todos los ele-
mentos que se encuentran por de-
bajo de su diagonal son ceros.

10 2 7j
A=10 4 5
0 0o 32

Matriz triangular inferior: es la ma-
triz cuadrada en la que todos los ele-
mentos que se encuentran por enci-
ma de su diagonal son ceros.

-/ 0 0 0

- 3 1 0 a
5 6 3 0

g 9 4 12

Matriz identidad: es la matriz cua-
drada en la que todos los elementos
de su diagonal son unos y el resto
SON Ceros.

D o= D

0
0
0
1

2O D

1
L
0
i

Matriz nula: es aquella en la cual to-
dos sus elementos son ceros.

o 0 oF
A=10 0 0
0O o0 0i2

Matriz traspuesta: dada una matriz
A, su traspuesta A* es la matriz en la
cual las filas de A son las columnas
de A%



o
ﬂ ilmportante!

Los conceptos de matriz inversa, de cofactores,
adjunta y ampliada se desarrollardan cuando se
trabajen los temas de determinantes y sistemas
de ecuaciones lineales.

Operaciones y dlgebra de matrices

Con las matrices es posible realizar ciertas operaciones que al aplicarlas nos facilitan
realizar cdlculos de manera mds eficiente y rdpida, dentro de estas operaciones desta-
camos las siguientes:

e Sumay resta de matrices: esta operacién estd definida Unicamente para matrices
que tienen el mismo tamaro, es decir, que tienen la misma cantidad de filas y de
columnas y se define de la siguiente manera para dos matrices Ay B.

[ 8y Gy 83 77 Gy T My, T [ 8 G @3 77 fy 7T 84,7
i Gy My U By 'Y Gy My A3 Ay T B T Qg
gy Qgp @33 7 Gy T A, gy @3y @33 ' Gy U O3,
A=l @ i 3 : = la=] & & ; :
@y G G By L iy Gy G By L
@y Omz Qg 77 Oy T LT @y Bz Qg3 "7 Bmy Y g, -
[ Byy By by bl} by [ Byy By By, bl} by
oy By By v By o by, R
by, by by : !’q,. byn byy by by : !’q,. by
B=] : : : : B= : : :
hl ] JIIl:' h:"'. t:I,,I' hl n hl ] hlﬂ' h:?. bl,l' hl!.l
"h‘mt h?ll':" hlﬂq S b"ﬂ_l ks bmn = "hmt hru"" hln"l oa: b'ﬂ_l Ere bm:n =
La suma de A + B estd definida por la matriz:
[ Ay + by Ay + b Ay 4 by woaytby 0 e+ by, T
Ay + by Ayt by Ay tbhy v Ay by v ay, +by,
Ay + 8y Ay +by ap+bhy o agit by o By, +ho,
A+E = : : : : :
ﬂll. { h:j ﬂ.':" ¥ hlﬂ ﬂ:ﬂ { h.:5"|| E:_:l + II‘I_.' ﬁ-l: ; !’IH
'nﬂI! : hm! ﬂ.lu." t h'"_-. ﬂJuH t h!l:ﬂ ey ﬂr:l1_.l + bﬂ_l S ﬁmn + mn -
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Como podemos observar, para sumar las matrices lo que hacemos es sumar los com-
ponentes de A que corresponden a la misma posiciéon con los componentes de B.

Ejemplo 3

Suma de matrices

Dadas las matrices Ay B:

2y 5 |
A= |7 =4 y o= |10 =5
3 0 &5 Bai

Encuentre la suma A+B:

2+5 5+93
A+EB=|7+10 —-4-5§
3-6 0+4+82

Entonces A + B queda:

[ F 147
A+EF= 117 =9
-3 82

Para la resta funciona de la misma manera solo que los componentes correspondientes

se restan. —
[

.. . . Escalar
o Multiplicacion de una matriz por un escalar: dada una
. - ; Son los numeros reales constantes
matriz Ade tamafno m x ny a escalar (numero), la ma- o complejos que se utilizan para
triz aA estd definida de la siguiente manera: dtescgb” un fenémeno fisico o de
otro tipo.
[ @y, @y, gy, R I T
sy - Elsy Ty ey R T2y
@y, @8y &dgy T Hyy T Oy,
A= : : H : ;
@iy @G @dyp Sy wa,
@8y Xbpy @lpy 7 Ay U g
[ 38y &0y a0y By T &8y,
ﬂ'l'l_-l ﬂ'-l.'-l;: I.Tﬂl:!_ T ﬂ:} ﬁ'-l.'-l;r=
Q3 @083 03 oy T SRy,
A= i ; i i ;
@d; @a; da; Sy oa,
@@, @a,; @8,y " @Gy U gg .
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Como podemos observar para multiplicar una matriz por un escalar lo que debemos
hacer es multiplicar todos y cada uno de los componentes de la matriz por el escalar y
asi obtendremos la nueva matriz.

Ejemplo 4

Producto de un escalar por una matriz

Teniendo en cuenta la matriz A calcule 3Ay -2A

1 3 Ij
A=15 1 =2
1 3 1

1¥3 4¥3 7ri 3 12 217
3A = IE-.rS 1z3 —3.:3] =+ JA= IlE 3 =6

1*3 3Ex3 0Ox3

—2x] —2x4 —2x7 -2 -5 =141
4= =2x2 =2x1 =Ix(=12) =24 = [—IU -7 %
—2x(—1) —-2x3 —2x0 2 =6 41

La suma, resta y el producto por un escalar de matrices cumple ciertas propiedades
que se enuncian en el siguiente teorema.

Sean A, By C tres matrices de tamafio mx ny ay 3 escalares, entonces se cumple que:

1 A+0=A Propiedad modulativa de la suma

2 OxA=0 Propiedad anulativa de la multiplicacion

3 A+B=B+A Propiedad conmutativa de la suma de matrices

4 (A+B)+C=A+ (B+C) Propiedad asociativa de la suma de matrices

5 o (A+B) = aA + aB Propiedad distributiva para la multiplicacién por un
escalar

5 Tx A=A Propiedad modulativa de la multiplicacién por un
escalar

7 (x+B) A=aA + BA Propiedad distributiva de la suma de escalares

Tabla 1. Propiedades de la suma de matrices
Fuente: propia
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En el numeral 1, el cero denota la matriz nula, lo cual nos indica que al sumar cualquier
matriz con la matriz nula se obtiene la misma matriz original. En el numeral 2, el cero
que se encuentra antes del igual representa el escalar cero, mientras que el cero que se
encuentra después del igual representa la matriz nula, lo que nos indica que al multiplicar
cero por cualquier matriz el resultado siempre serd la matriz nula.

Realizaremos la demostracion de las propiedades 1y 2, las otras se sugieren al estu-
diante como ejercicio.

Dada la matriz:

ﬂll ﬂ’_: A ﬂ:ln
[+ Tan B
21 . =n
A= : -

Demuestre que A + 0 = A:

Como el cero representa la matriz nula procedemos de la siguiente manera:

(a3 @2 77 %ia 0 . 0F

ﬂ" ﬂ.‘" (TN u:- Bk
A4+0= E1 :-a. & n. ﬁ : 'I.'I

[Tt L I | S 0 = 0=

-n” 0 Tya 0 wn EI.I: 4+ 0

Bay +0 Ban+0 = sy +0
A+D= -1: o . _:|1-

Bt +0 Bzt 0 e + 0

[@yy Bz 77 Fim

n" ﬂﬂ" mam u:
A+0= E1 ': :n —

Ll ﬁr_"f EAE —

Ahora demostraremos que 0 XA =0

En este caso el O es un numero escalar por lo que nos queda:

ag,(0) ai(0) - a(t)
Dxd= as, (0)  ax(0) " (0]

=

[
e O PN e T e
T -E=]

amllui ﬂm:{u} o ﬂmr:':.ui
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o Producto entre matrices: si se tiene una matriz A de tamafo m x p y una segunda
matriz B de tamano p x n, el producto entre estas dos matrices, AB dard como
resultado una matriz de tamafo m x n que tendrd la siguiente forma:

by Bya
_ % 8gz Gy o "
A 1“:1 Q33 “:3] o Ib:t b::‘
Bay  Dys

(a3 )by ) + (@y2)(byy ) + (ayad(bsy) (g )00y ) + (a)(B) + (0,30 (0s)]

. |{r:r_-.._]{h”_i b (@22 )(Byy) + (@33)(Bay) (@2 )(Bya) + (@22 )(Baa) + (@33 (Bez) "

Como se observa, la primera condicién que se debe cumplir para que se pueda realizar
el producto entre matrices es que el nimero de filas de matriz A sea igual al nimero de
columnas de la matriz B.

Para obtener la primera componente del producto AB ab,, se multiplican los compo-
nentes de la primera fila de la matriz A con sus respectivos componentes de la primera
columna de la matriz By se suman los resultados. Para el componente ab,, se toman de
nuevo las componentes de la primera fila de la matriz a y se multiplican por sus corres-
pondientes componentes de la segunda columna de la matriz B y de nuevo se suman
sus resultados.

Para el componente ab,, se multiplican los componentes de la segunda fila de la matriz
A por sus correspondientes componentes de la primera columna en la matriz By se suman
sus resultados. Finalmente, para el componente ab,, se multiplican los componentes
de la segunda fila de la matriz A por los correspondientes componentes de la segunda
columna de la matriz By se suman sus resultados.

Ejemplo 5

Multiplicacion de matrices

Teniendo en cuenta las matrices Ay B que se ilustran encuentre el producto
entre matrices AB:

D, ek H-I
H = =
[lﬁ 5 1

1 03
4 =2
1 33
AB = [(2)(—1)+ (3)(4) + (8)(1) (20} + (3)(—2) + (8)(3)} (10)(—1) + (5}(4)
+ (1){1) (20)(0) + (5)(=2)+ (1M3) ]

AAB = [EEJ{—IHG]HHEE]M {(2M0) + (3)(—2) + (8)(3)
(100(—1)+ (5)04) + (13(1) (10M0)+ (5)(—2)+ (1))
_ 18 18
S [11 —?]
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@ Instruccion

» Para reconocer si se apropié de los conceptos se propone el siguiente
ejercicio teniendo en cuenta las siguientes matrices:

4 8 1 8 0 -1
A=0 3 5| B=|[-2 0 4 €=
7 9 0 7 0 2

Desarrolle:
- 2A+ 3B
- B-4A
- AC
- 5BC

» Antes de continuar lo invitamos a explorar el recurso: galeria, acerca
de los tipos de matrices. Se encuentra disponible en la plataforma.

Determinantes
Definiciones y conceptos

Un determinante es una herramienta matemdtica que asigna un ndmero real a una
matriz cuadrada, es decir, que tenga el mismo numero de filas y de columnas. El deter-
minante se obtiene realizando la suma y resta de los productos elementales de la matriz
(producto de sus diagonales). Existen diversas maneras de calcular el determinante de

una matriz para lo cual es conveniente definir el determinante de una matriz de tamano
2x2.

Para la matriz A definida como se ilustra:

T [

| 11 12
[ J

@y g

Se define el determinante de A como

|4] = {ay ){as,) — (ay)(a,,)

El determinante de una matriz lo notaremos en adelante con el nombre de la matriz
dentro de un par de barras verticales, debemos tener especial cuidado de no confundir
esta notacién con la de valor absoluto.
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Ejemplo 6

Calcule el determinante para cada una de las siguientes matrices:
a=fs 3l =B 51 e=l5
4] = (4)(7]— (5](3)=28 —15= 13
|B| = (5)(4)— (2M—-F)=20+06=26
€] = (—=1){5)— (3)(0)=—-5—0=—5

En el cdlculo de los determinantes hay que tener especial cuidado
con los signos.

Los determinantes cumplen ciertas propiedades que enunciamos a continuacion (las
demostraciones se omiten y se dejan como ejercicio opcional para el estudiante).

o El determinante de una matriz es igual al determinante de su traspuesta:
|4l = [47] [A] = |47

o Al intercambiar dos filas o dos columnas de una matriz su determinante cambia
de signo.

o Si multiplicamos todos los elementos de una fila o una columna por un nimero
real el determinante de la matriz queda multiplicado por ese mismo ndmero.

o El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los determi-
nantes de dichas matrices.

o Si una matriz tiene todos los elementos nulos (0) en una fila o una columna su
determinante es cero.

o Siuna matriz tiene dos filas o dos columnas iguales su determinante es cero.

o Si una matriz tiene dos filas o dos columnas proporcionales su determinante es
cero.
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Instruccion

Para ampliar el tema lo invitamos a explorar en la
plataforma el recurso videorresumen, acerca de las
propiedades de los determinantes.

Realizaremos las demostraciones de las propiedades una y cinco para una matriz de
tamano 2x2 y 3x3.

Dada la matriz A:
ﬂ- o -ﬂ'- L ﬂ- ﬂ =]
‘.-_]:[11 J...] g Ar:[n 1_]
By gy Ay Mg
Calculamos el determinante de las dos matrices y obtenemos:
l4] = |47]

'[“u]'[“:z] _ E“l:](“zl] = {ﬁu]{ﬂzzj i [“:ij“uj
{a Ma) — (o )0y, ) = (ay, May,) — (a,;)(a,,)

Entonces obtenemos el mismo resultado en ambos lados de la igualdad lo que nos
demuestra que la propiedad si se verifica.

Ahora tomamos la matriz A:

H1 3 iy

A=l o0 a

By gz Byg
Calculamos: |4] 4]

I-'dl o :ﬁu}l:-u.”ﬂn..:' T [ﬂiz}[u.}fﬂu} + {GIIJ{G}[E3:j = {{-513}:5}{531}
+ (a0 (00 asy) + (@, (0 ay))

Al =0+0+0—-{04+0+0]=0—-0=0
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Matriz inversa

En este apartado introduciremos un concepto muy fuerte en el dlgebra lineal, el de
matriz inversa, determinaremos como calcularla a partir de la aplicacion del concepto
de matriz identidad y de la matriz ampliada y las transformaciones por filas para poder

utilizarla posteriormente en la solucion de diversos tipos de problemas que involucran
sistemas de ecuaciones lineales.

Una matriz A de tamano n x n se denomina invertible o no singular si existe una matriz
B de tamano n x n tal que:

AR =RHA4A=1

En este caso B se denomina la matriz inversa de A que se denota como A™. Si no existe
la matriz B se dice que A es no invertible o singular. La matriz identidad | se puede definir
como una matriz cuadrada en la cual todas los componentes de su diagonal son unos 'y
el resto de sus componentes son ceros.

1 0 0%
I=10 1 a
g 0 11
Matriz identidad de orden 3:

Si se tiene una matriz A, su matriz ampliada consiste en adjuntar a la matriz A la matriz

identidad [; se puede escribir como “]“], por ejemplo, si:

i 6 T
A=10 1 8
4 5 12

Entonces la matriz ampliada serd:

3 &6 7|1 O 0Of
(Alf)=|0 1 8|0 1 O
4+ 5 110 0 1)

La matriz inversa cumple con las siguientes propiedades.

o (AB)'=B’A"
° (A’1)’1 =A
o (At)T= (AT):

Para encontrar la inversa de una matriz existe un método prdctico que se puede aplicar
a cualquier matriz cuadrada y consiste en:

1. Se escribe la matriz aumentada: (D
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2. Se utiliza la transformacién por filas para convertir la matriz A en la matriz |, se
debe tener cuidado de que todas las transformaciones que se realicen en A tam-
bién se realicen en B.

3. Se decide si A es invertible:

- Si aparece la matriz | a la izquierda de la barra vertical entonces la matriz que se
encuentra a la derecha de la barra es A

- Sien la transformacion de A aparece una fila en la cual todos sus componentes
son ceros, entonces A es no invertible.

Ejemplo

Ejemplo 7

Inversa de una matriz

Encuentre la inversa de:

[1 1 1}

A= 10 2 3

§ 5 1

Escribimos la matriz ampliada:
1 1 1]1 0 Uj

Mlﬂ=’ﬂ 2 30 1 0
S 5 110 0 13

Ahora realizamos transformaciones elementales por filas para
llevar a la matriz A a la forma de la matriz I:

1 1 1|1 0 Oj[L 1 1|1 0o 0Of
0 2 30 1 0ifo 2 3]0 1 O .55+f=1
c 5 1lo 0 1ils s 1lo o 1
11 1|1 0 ojf 1 1|1 0 0)
02 3|0 1 o]loz 3|0 10 so=f
0 —-4l-5 0 1 o —=4l-5 0 1
i | | | 0 oy (1 i | i (1] 1]
E 1 3/2|10 1/2 0 E 1 3/210 1/2 0 f/9)
0 -4l=-5 0o 1l 0 -4l-5 0 1

11 1711 0 e 1 1)1 0 0 3
0 1 3/210 12 O [ﬂ' 1 3/210 1/2 O 321+ f, = f,
0 0 115/4 0 1/4/lo o 1 15/4 0 1/4!
s 1 AF o 0 0111 1 0 0 7
o 1 o|l=15/8 1/2 3/8 [u 1 0]=15/8 1/2 3/B| f +f=f
0D 0 1l 5/4 0 1/4! lo o 1l 5/4 0 1741
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Ejemplo

-1/& 0 1747

1 1 0] -1/4 o 1/47M11 1 0O
[i.‘r 1 0j—15/8 1/2 3/8 Iﬂ 1 o|-15/8 1f2 3/8| +f,+f =/
0o o 1l s5/4 0 1/4ilo o 1l s/4 0 1/44

1 0 O0113/8 =1/2 =1/897 1L 0 O] 13/8 =172 -1/87

[u 1 o|-15/8 1/ 3/8 [u 1 o|-15/8 1/ 3/8

o o 1l s5/4 ] 1i/4! lo o 1l S/4 ] 1/41

Como en la parte izquierda de la barra aparece | entonces concluimos que:

13/8 =1/2 -1/8°
Al= |-15/8 12 3/8
5/4 ] 1/4
Queda como ejercicio al estudiante comprobar la respuesta verificando la
igualdad AAT = |
Ejemplo 8

Inversa de una matriz

Encuentre la inversa de:

| 3 4f
A= 12 =5 7
b -1 11

Escribimos la matriz ampliada y comenzamos las transformaciones por filas:

1 -3 @1 0 0 [1 -3 &1 0 0]
2 =5 710 1 1 |2 =5 70 1 1| -2f+f=f

o -1 1lo o ud -1 1lo o i

1 -3 4|1 0 O [L -3 4|1 0 0f

0 1t =1|-2 1 0 |o 1 =1|-2 1 of £+f=f
o -1 1lo o 1l -1 1lo o ud

[1 3 = 1 0 aj | 3 4 1 0 o)

9 1 =1=2 1 0 h 1 =1]=2 1 0

L} o o 2 T 14 o o 2 T 14

Como en la tercera fila se obtiene que todas las componentes son cero entonces
concluimos que la matriz A no tiene inversa.
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@ Instruccion

Ejercicio de seguimiento 3

Encuentre la inversa (si existe) de la matriz:
1 0 0]
A=10 1 0
2 0 12

Matriz de cofactores

Hasta el momento sabemos resolver el determinante de una matriz de tamafio 2 x 2
pero debemos desarrollar determinantes de matrices de mayor tamafo, comenzaremos
por hallar el determinante de una matriz 3 x 3y luego introduciremos un nuevo método
para hallar el determinante de matrices de mayor tamaro.

Qyy By Ay
A=|Gxy a3 4

gy Mgy ggl

Entonces:
Al = (ay Waz: Mass) + (apdlaz){as, ) + (as Mas Mas:) —(as, ) (a::){a;)
= (ay: ) ey ){ay, ) = (ag e May, )

Este arreglo se tiene al duplicar las dos primeras filas o columnas de la matriz 3 x 3y
realizar el producto simple de sus diagonales:

gy @y Qg Gy @y
A=|8y Haz Gy G35 faa
@yy O3z gy @gy G2l
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Ejemplo 9

Determinante de una matriz de orden 3x3

Encuentre el determinante de la matriz:

& 6o a8
A= =1 0 4
2 &-al

Entonces el determinante de A serd:
|A] = {4)(03(0) + (6)(4)(Z)+ (—1)(3)(2] — (ZHOY(2] — {—1)(6}(0) — (£)(3)(4)
|4] =0 + 48— 10— 0—0— 80
|4] = 48 —90
|4] = —42

Recuerde que el determinante, al ser un niumero real, puede ser negativo.

El método anterior es prdctico para una matriz 3 x 3 pero para una matriz de mayor
tamano no se puede aplicar, entonces es conveniente utilizar el método de los cofactores.
Este consiste en eliminar una fila y una columna de la matriz original para obtener una
matriz de menor tamano y asi poder calcular el determinante. llustraremos el método
por medio de un ejemplo y omitiremos la demostracion.

Encuentre el determinante de:

1 2 3 4 3
— -4 2 i 3
A=13 p 0 -3
2 D -2 3

Al utilizar el método de los cofactores lo que hacemos es escoger una fila o una
columna para eliminar y asi conseguir matrices mads pequenfas, la idea es llegar a matri-
ces de tamano 2 x 2 cuyo determinante es muy fdcil de calcular. Es conveniente siempre
seleccionar una fila o una columna que contenga la mayor cantidad de ceros ya que
esto nos permitird eliminar algunas matrices y reducird nuestros cdlculos, en este caso
vamos a tomar los cofactores de la fila, (esta contiene dos 0), para esto nos paramos
en el elemento a,, y tomamos los cofactores de esta fila.
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|4l = g Cfs) — AgaCffqn + a3 Ofyy —ag, Ofsy

El cofactor lo obtenemos al eliminar la fila y la columna que nos indica los subindices
del elemento y construir la matriz que queda. Los signos de los cofactores nos los dan
igualmente los subindices del elemento, si la suma de estos es par el signo es positivo y

. . . . .44
si la suma es impar el signo es negativo, entonces si 141141 os queda:

. 3 4] [ 1 i 4 1 2 4 | 2 35
lal=3]2 1 3|-0]-4 1 3+u[—3 2 3]—(—3}— 2 1
il P § L2 2 3 A 0o 3 F i A2

Los cofactores 2y 3 se eliminan al multiplicarlo por cero y nos queda:

2 =3 4 [1 2 -3}
lAl=3l2 1 3|+3|-4 2 1
D -2 3l L2 o =21

De nuevo aplicamos cofactores para resolver las dos matrices 3 x 3:

!.4]=3[:2le :I_il—;311+u! 13_§J}
pa(el; ool Tl

|4l =3(2(9) — 2(—-1)) + 3(2(d8) — 2(10))

2% 3

|A] =3(1B+ 2) + 3(16—20] =48  |4] =3(18+ 2)+ 3(16— 20) = 48

Instruccion

Para reconocer si ha apropiado los conceptos se propone el
siguiente ejercicio.

Determinante de una matriz

Calcule el determinante de:

|,-{j='j(3|_13. :J—g 3 #J "Il “

GRSl Fleald 3)
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Matriz adjunta y su aplicacion
Otro concepto que es importante conocer en dlgebra lineal es el de matriz adjunta o

conjugada de una matriz esta se define como la matriz traspuesta de la matriz de los,
cofactores se denota por adjAy se puede encontrar fdcilmente

Ejemplo 10

Matriz adjunta

Dada la matriz A calcule adjA:

1 4 2 |
A= |6 0 .
T =1 N

Comenzamos por calcular los cofactores de cada término para asi
poder obtener la matriz de cofactores:

[ 0 —2] x [E —E] Eﬁ 0 ] : |
-1 0 3 0 3 -1
4 5 105 i 4
-4 8 B3 B4
[ ’*'} -1 @ i 0 3 -1
rl- L J " 1 .'-ri l]. 'I]
0 2 3 0 & 0 -
Resolviendo cada uno de los cofactores obtenemos:
-2 -8 -6 7
[4,]=|-5 -15 13
5 i5 A4l

Ahora encontramos la traspuesta de [4][4,;] que es adjA.

-2 -6 =67
[4,]=|-5 -15 13
8 15 242
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@ Instruccion

o Para reforzar su aprendizaje por favor desarrolle el siguiente ejerci-
cio: Encuentre la matriz adjunta de:

8 -4 0] 8 -4 0]
A= |=-3 a2 2| a=|=-3 1 3
0 | 0z ] | 11

» Antes de concluir lo invitamos a explorar el recurso de aprendizaje:
demostracion de roles y a desarrollar la actividad prdctica.

De esta manera terminamos nuestro eje niumero uno, esperamos que la fundamen-
tacion y conceptualizaciéon adquirida pueda dar respuesta a la pregunta orientadora del
eje ;qué significado e importancia tienen las matrices, sus clases, las operaciones entre
matrices, las matrices inversas y los determinantes, para la solucion de problemas de la
ingenieria y de otras dreas? Recuerda que estos temas son fundamentales para ser apli-
cados posteriormente en la resolucién de situaciones propias de la ingenieria, asi como
de otras dreas del conocimiento.
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