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La probabilidad es un concepto que la mayor parte de las personas comprende intuitivamente, por
ejemplo, casi todas las personas saben que la probabilidad de ganar o perder una apuesta con el
lanzamiento de una moneda es de 50% para cada una de las opciones, entonces, éExiste algun
método probabilistico para determinar el resultado de un evento aleatorio?, por tanto, en base a la
pregunta determinada podra el o la estudiante determinar tedricamente y desde el punto de vista
practico los procesos sistematicos de la estadistica inferencial.

Como se comentd en el médulo pasado, una poblacion es el conjunto de todos los elementos o
unidades que son de interés para un estudio determinado y una muestra es un subconjunto de los
elementos de la poblacidn, la principal caracteristica que debe tener una muestra estadistica es que
sea representativa de la poblacién de la cual se extrae, porque el principal propdsito de la obtencién
de muestras consiste en hacer inferencias sobre la poblacién correspondiente, la técnica de
muestreo se utiliza porque resulta mas facil, mas rapido y econdmico en un estudio determinado.
En muchas ocasiones esta técnica es mayormente sencilla y econdmica, esto da como resultado
conclusiones que son igualmente Utiles que las que se obtendrian de estudiarse la poblacidon
completa, en este médulo se revisan diversos conceptos importantes relacionados con el muestreo
y se revisa también con detalle el tema de las distribuciones muestrales, en especial dos de ellas, la
primera es la distribucion muestreal de la media y seguidamente la distribucién muestral de la
proporcion, estas dos distribuciones son la base de donde se desprenden los mecanismos con que
se hacen estimaciones de parametros y pruebas de hipodtesis, estos ultimos dos conceptos se
abordaran en el moédulo tres del presente curso.

Muestreo, probabilidad, muestra, distribucién de probabilidades, distribucidn normal, media,
varianza, desviacion estandar, error estdndar, etapas de un estudio cientifico, proporcion, pruebas
de hipodtesis, parametros, estadisticos, estimacion de parametros, distribucién muestral.

En el presente folleto de trabajo se desarrollara el proceso de las dos distribuciones muestrales mas
importantes en el campo de la estadistica inferencial, la primera de ellas es la distribucion muestral
de la media, en este tema se abordara el desarrollo de dicha distribucidn, sus conclusiones en base
al desprendimiento del teorema central del limite el error estandar de la media y su factor de
correccion por poblacién finita y las aplicaciones de analisis de esta distribucion, como segundo
tema se desarrollard la distribucién muestral de la proporcidn, las conclusiones mas importantes de
las proporciones, la formula de error estandar y su correccién por poblacién finita y sus
consideraciones generales.




DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA

Aunque el andlisis que sigue de las distribuciones

muestrales es principalmente tedrico, es de vital

importancia su interés al desarrollo que se plantea, ya

gue, las conclusiones que de él se derivan con el

fundamento de las dos técnicas basicas de la

inferencia estadistica: la estimacion de parametros y

las pruebas de hipotesis.

Tal como se menciond en la seccion anterior, la distribucion muestral de la media es el
conjunto de las medias de todas las muestras de tamafio n que es posible obtener de una
poblacion de tamafio N. En esta seccién se revisa el comportamiento de las distribuciones
muestrales de la media, como ya se explicd de este comportamiento se desprenden los
procedimientos para aplicar los dos principales mecanismos de la inferencia estadistica, la
estimacion de pardmetros y las pruebas de hipétesis sobre medias, que a su vez
representan una porcion importante de las aplicaciones que se revisaran en buena parte de
los capitulos restantes de este curso de estadistica inferencial.

I. DESARROLLO

Antes de pasar a un ejemplo para ilustrar esta distribucién muestral y considerando que se
trata de un ejemplo un tanto extenso conviene visualizar antes lo que se realizara, a
continuacion, el procedimiento de trabajo para este tipo de distribucion:

e Se supondra una poblaciéon con N elementos.

e Se calcularan la media aritmética y la desviacion estandar de la poblacion.

e Se determinara el nimero total de muestras distintas de tamafio n que es posible extraer
y se concluird cuales son; es decir, se enumerara la distribucibn muestral (el conjunto
de todas las muestras de ese tamafio que es posible obtener de esa poblacion).

e Se resolvera la media de cada una de las muestras identificadas en el punto anterior;
con esto ya se tiene la distribuciéon muestral de la media (el conjunto de las medias de
todas las muestras de ese tamafio que es posible obtener de la poblacion).

e Se calcularan la media y la desviacion estandar de la distribucidon muestral de la media.

e Se obtendran las conclusiones importantes para el muestreo al comparar los parametros
poblacionales con los valores obtenidos para la distribucién muestral de la media.

e Se observara también la forma de la distribucién muestral de la media para obtener otra
importante conclusion: la que permite utilizar la distribuciéon normal para hacer los juicios
sobre la probabilidad de estar en lo correcto cuando se hacen inferencias.




El ejemplo que se presenta en seguida supone una poblacién con solo 5 elementos (N = 5)
y una muestra de tamafio (n = 2), esto es una situacion extremadamente simplificada que
tiene como proposito facilitar la explicacion de los conceptos importantes del tema, estos
conceptos son igualmente aplicables a poblaciones muy numerosas y muestras aun
mayores que se manejan en la practica y cotidiano dentro del entorno de las investigaciones.

EJEMPLO 1

Suponga que se tiene una poblacién de 5 familias (N = 5) y la variable que se estudia es el
numero de hijos de cada familia. Los datos correspondientes aparecen en las 2 primeras
columnas de la tabla 1.

Procedimiento 1:
Se supondra una poblacién con N elementos.

Familia HUxOS X—-n (X—p?
Pérez 2 -4 16
Gomez 4 -2 4
Duran 6 0 0
Hidalgo 8 2 4
Juérez 10 4 16
Total 30 0 40

Tabla 1. Tabla de distribucion y variabilidad del nimero
de hijos por familia con N =5

Procedimiento 2:
Se calcularan la media aritmética y la desviacion estandar de la poblacion.

La media poblacional:

El promedio de hijos que poseen las cinco familias en estudio es de 6 hijos.

La desviacion estandar poblacional:

/Z(X—u)z 40
= |[=———= [—=12,8284271
o m T = 2828427




El valor de la desviacion estandar de la poblacion corresponde a 2,83 aproximadamente.

Procedimiento 3:
Se determinara el numero total de muestras distintas de tamario n.

N! Para determiner el tamafio de las muestras se
C,Iy = T » trabajara con la formula de combinacion, esta
n. ( - n)' formula se desarrollo en el médulo anterior.
. N! 5! 5:-4-3:2-1 5-4
cN = =10

“al-(N—-n)! 21(5-2) 2-13-2-1) 2-1

El nimero total de muestras de tamafio dos que es posible obtener de una poblacién con 5
elementos es de 10, en la tabla 2 aparece el listado de todas estas muestras, junto con sus
correspondientes valores para la variable de numero de hijos la cual constituye la
distribucion muestral para n = 2.

Familia Hijos (x)
Pérez, Gomez 2,4
Pérez, Duran 2,6
Pérez, Hidalgo 2,8
Pérez, Juarez 2,10
GOmez, Duréan 4,6
GOmez, Hidalgo 4,8
Gomez, Juérez 4,10
Duran, Hidalgo 6,8
Duran, Juarez 6,10
Hidalgo, Juarez 8,10

Tabla 2. Distribucion muestral para n = 2.




Procedimiento 4:
Se resolvera la media de cada una de las muestras identificadas en el punto anterior; con
esto ya se tiene la distribucién muestral de la media.

Familia Hijos (x) X
Pérez, Gbmez 2,4 3
Pérez, Duran 2,6 4
Pérez, Hidalgo 2,8 5
Pérez, Juarez 2,10 6
GOmez, Duréan 4,6 5

Gomez, Hidalgo 4.8 6
Gomez, Juarez 4,10 7
Duran, Hidalgo 6,8 7
Duran, Juéarez 6,10 8

Hidalgo, Juarez 8,10 9
Total 60

Tabla 3. Distribucion muestral de la media.

Procedimiento 5:
Se calcularan la media y la desviacion estandar de la distribucién muestral de la media.

Procedimiento 6:
Se obtendran las conclusiones importantes para el muestreo al comparar los parametros
poblacionales con los valores obtenidos para la distribucién muestral de la media.

La siguiente formula corresponde a la media muestral

XX
Hx = N,
Donde:
Uz:  Media muestral
Y X: Sumatoria de las medias de cada muestra
N;: Cantidad de muestras producto de la combinacion de los elementos de la variable

>X 60
'uf=—=—=6
N, 10

Conclusion:
La media de la distribucion muestral de las medias es igual a la media de la poblacion, en




otras palabras, el valor esperado de la media es igual a la media de la poblacion, esto mismo
expresado en simbolos corresponde a:

rx_XX
N_N1 U= Uz

La siguiente formula corresponde a la desviacion estandar de todas las muestras.

O3 =
Familia Hijos (x) X X—pu; X —pg)?

Pérez, Gomez 2,4 3 -3 9
Pérez, Duran 2,6 4 -2 4
Pérez, Hidalgo 2,8 5 -1 1
Pérez, Juarez 2,10 6 0 0
Gomez, Duréan 4,6 5 -1 1
GOmez, Hidalgo 4.8 6 0 0
Gomez, Juarez 4,10 7 1 1
Duréan, Hidalgo 6,8 7 1 1
Duréan, Juéarez 6,10 8 2 4
Hidalgo, Juarez 8,10 9 3 9
Total 60 0 30

Tabla 4. Tabla de dispersion de la distribucion muestral de la media.

El valor de la desviacion muestral corresponde a 1,73 aproximadamente.

A este valor se le conoce como error estandar de la media y tiene una relacién con la
desviacion estandar de la poblacion que se expresa mediante la siguiente ecuacion:




f

0. =173

s|q

Entonces, se concluye que ambas férmulas demuestran el mismo resultado, por tanto, para
determinar el error estandar de la media se puede hacer uso cualquiera de las dos férmulas.

=

_ 2
\/— —

Procedimiento 7
Construccion de la tabla de frecuencias y analisis de la forma de la distribucion muestral de
la media.

En la tabla 5 se presenta la distribucion muestral de las medias agrupadas segun las
frecuencias observadas.

Medias muestrales Frecuencia observada
3 1
4 1
5 2
6 2
7 2
8 1
9 1
Total 10

Tabla 5. Frecuencias observadas de la distribucion muestral de la media

En la figura 1 se representa la grafica de los datos de la distribucion de frecuencias de la
tabla 5, donde se representa la cantidad de veces que se repite cada media muestral.




Comportamiento de las medias muestrales
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Figura 1. Grdfica de barras del comportamiento de las frecuencias
observadas de la distribucion muestral de la media

En la grafica anterior se aprecia que las medias de las muestras tienden a agruparse
alrededor (cerca) del valor de la media de la poblacion, lo cual es una caracteristica de la
distribucién normal, aunque en este ejemplo el tamafio de la muestra es exageradamente
pequefio, aun asi se nota que la distribucion de las medias muestrales tiende a ser de forma
normal. La afirmacion anterior, expresada en el siguiente parrafo de manera mas formal, es
la ultima conclusion a la que se queria llegar y es lo que, junto con las dos primeras
conclusiones revisadas antes, se conoce como el teorema del limite central.

Si X es una variable aleatoria para la que se conocen su media (M) y su varianza (0?), la
distribucion muestral de la media tiende a ser normal con su media muestral (uz) y error

) o |[N-n ~ .
estandar (a,z=ﬁ E) conforme aumenta el tamafio de la muestra, es importante

observar que el teorema del limite central no menciona la forma de la distribucién de la
poblacién en la que se analiza la variable, esto es de gran importancia porque, en términos
practicos significa que la distribucion muestral de la media tiende a ser normal aun cuando
la variable no se distribuya de manera normal en la poblacion, siempre y cuando la muestra
sea de tamafio grande (que tienda a infinito), en la practica se considera que una muestra
es grande cuando es mayor o igual a 30 (n = 30); como se vera mas adelante el tamafio
de la muestra junto con otras consideraciones tiene efecto sobre el procedimiento especifico
gue se debe seguir para estimar paradmetros o para llevar a cabo pruebas de hipoétesis.

A manera de recapitulaciobn y dada su importancia se reproducen en seguida tres
conclusiones.




1

I. CONCLUSIONES QUE DESPRENDE DE LA DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA
MEDIA: EL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

1. La media de la distribucion muestral de las medias es igual a la media de la poblacion
0, dicho en otras palabras, el valor esperado de la media es igual a la media de la
poblacion.

2. Existe una relacion entre la desviacion estandar de la poblacion y la desviacion
estandar de la distribucion muestral de las medias a la que se conoce como error
estandar.

3. Teorema del limite central: Si X es una variable aleatoria para la que se conocen su
media p y su varianza ¢?, la distribucién muestral de la media tiende a ser normal con
media muestral y error estdndar conforme aumenta el tamafio de la muestra.

III. FORMULA DEL ERROR ESTANDAR DE LA MEDIA Y FACTOR DE CORRECCION
POR POBLACION FINITA

Para este analisis conviene observar el comportamiento de la parte /% de la formula del

error estandar.
. . ., P ... N—n
En primer lugar, si la poblacion es infinita o0 muy numerosa, la fraccion 1 resulta ser

practicamente igual a 1 y por consiguiente su raiz cuadrada también es igual a 1, por ello,
en los casos en los que se tiene una poblacién muy cuantiosa o con una cantidad infinita de
elementos, como este factor es igual a 1 y multiplicarlo por la parte restante de la formula
no tiene caso ya que se obtendra el mismo resultado, en simbolos se describe de la siguiente
forma:

Por otro lado, en los casos en los que el tamafio de la poblacion es reducido en comparacion
con el tamafo de la muestra, es necesario evaluar la conveniencia de incluir este factor, el
gue se conoce en los céalculos como factor de correccién por poblacion finita.



EJEMPLO 2
Si se realiza un estudio en una poblacién de tamafio 100 con una muestra de tamafio 10, el
factor de correccidon corresponde a:

Datos Desarrollo Factor de correccion
N =100 \/N‘” = \/ 19°19 — 0,9535 0,0465
N-1 100—1
n =10
EJEMPLO 3

Si se realiza un estudio en una poblacién de tamafio 1000 con una muestra de tamafio 30,
el factor de correccién corresponde a:

Datos Desarrollo Factor de correccion
N = 1000 \/N‘" = \/ 1099739 — 0,9854 0,0146
N—-1 1000—1
n =30
Conclusion:

El factor de correccién se puede omitir (aunque esto depende en ultima instancia del estudio
especifico que se realiza) cuando la razén del tamafio de la muestra al tamafio de la
poblacién es menor o igual a 0,05. Para mejor comprension de este andlisis se puede recurrir
a la siguiente formula:

< 0,05

=23

A continuacion se realizara los dos procesos para una mejor comprension tedrica.

EJEMPLO 4
Si se realiza un estudio en una poblacién de tamafio 600 con una muestra de tamafio 30, el
factor de correcciéon corresponde a:

n
Razoén de correcciéon aceptada: N < 0,05
Datos Desarrollo Razén de correccion
30
N = 600 2==_=0,05 0,05
N 600




Datos Desarrollo Factor de correccion

N = 600 \/”‘” = \/600‘30 = 0,9755 0,025
N-1 600—1

n =30

Conclusion:

Realizando la prueba de razon de correccion se obtiene un resultado de 0,05 mismo valor
gue se encuentra dentro del parametro de aceptacion (un valor menor o igual a 0,05),
también, se realiza la prueba de factor de correccidn y se obtiene un resultado de 0,025, de
igual manera se comprueba que 2,5% se encuentra dentro del pardmetro de aceptacion, por
tanto, el hecho de eliminar el factor de correccion produzca una sobrestimacion del valor del
error estandar hace que su utilizaciéon resulte mas conservadora dentro de la fiabilidad de
los estadisticos de prueba y posteriormente a los resultados de una investigacion, ya que se
trabajaria con un error estandar (dispersion de la distribucién muestral dentro del intervalo
de 0,00 a 0,05) mas eficaz o exacto.

IV. CONSIDERACIONES ADICIONALES SOBRE LA DISTRIBUCION MUESTRAL DE
LA MEDIA

Se revisan en seguida otros detalles sobre la distribucion muestral analizada antes para
ilustrar con mayor claridad por qué las distribuciones muestrales son el fundamento de la
inferencia estadistica, con todo lo anterior se revisan en la siguiente seccidén algunos
ejemplos practicos.

EJEMPLO 5
Como se muestran los datos de la tabla 5 donde representan la totalidad de las muestras
posibles, constituyen una poblacion y por ello es posible construir su correspondiente
distribucién de probabilidad.
La informacién dada se presenta en la tabla 6, junto con los demas datos.

Probabilidad de las

Medias Frecuencia .
medias muestrales
muestrales observada —

P(X)
3 1 0,10
4 1 0,10
5 2 0,20
6 2 0,20
7 2 0,20
8 1 0,10
9 1 0,10

Total 10 1

Tabla 6. Frecuencias observadas de la distribucion muestral de la media y su
probabilidad



En esa tabla es facil apreciar que existe una probabilidad de 20% de que la media de esa
muestra fuese de 6 hijos por familia, por otro lado, la probabilidad de sacar una muestra
cuya media esté entre 5y 7 es de 60%. Esto ilustra que es altamente probable obtener una
muestra que contenga el verdadero valor de la media de la poblacion al igual que la
importancia de las 3 conclusiones a las que se lleg6 antes; en el mismo sentido es altamente
probable que una muestra extraida al azar de una poblacion contenga el parametro que se
desea estimar o con el cual se desean realizar pruebas de hipotesis.

V. APLICACIONES DEL ANALISIS DE LA DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA

En esta parte se revisan algunos ejemplos en los que se ilustra como se utilizan las
conclusiones extraidas del analisis de la distribucién de la media para analizar situaciones
reales, vale la pena resaltar que es importante tener presente que se estara hablando de
caracteristicas de una poblacion, de una muestra, también de las de la distribucién muestral
de la media y es de gran relevancia tener esto presente en cada caso.

EJEMPLO 6

Se extrae una muestra de n = 30 elementos, de una poblaciéon que se sabe que tiene un
gran numero de elementos y cuya media y desviacion estandar son p = 162 y o = 20.
Encuentre la probabilidad de que la media de esa muestra:

a) Sea superior a 170.
b) Esté entre 152y 172.

Solucién:

Como se trata de extraer una sola muestra de entre todas las posibles (una cantidad
practicamente infinita de ellas), se mide la dispersion de estas medias muestrales mediante
el error estandar. Ademas, como el tamafio de la poblacién es practicamente infinito, se
puede utilizar la formula simplificada del error estandar (es decir, sin incluir el factor de
correccién para una poblacion finita).

o 20 365
Oy —=——==—= ),
¥ yn V30

Como se trata de una muestra grande (n = 30), de acuerdo con el teorema del limite central
la distribucion de las medias muestrales es aproximadamente normal por lo que se utiliza el
procedimiento de estandarizar los valores para convertirlos a unidades de la desviacion
estandar y asi poder utilizar la tabla de areas bajo la curva normal para determinar la
probabilidad que se busca.



Iniciando con el punto a) la probabilidad de que la media de esa muestra sea superior a 170:

_Kop_170-162
2 e, T 365  ~

Utilizando la tabla de areas bajo la curva normal determinamos lo siguiente:

P(z>219) =1-0,9857
P(z =2,19) =0,0143

La probabilidad de que esa muestra tenga una media igual o superior a 170 es de 1,43%.

Seguidamente el punto b) la probabilidad de que la media de esa muestra esté entre 152 y
172:

_X-u 152-162 _

X—p 172-162
Z; = = = =

== - —2,74‘ - - - 2174
o 3,65 2= 3,65

P(z, < —2,74) = 0,0031 P(z, < 2,74) = 0,9969

P(zy < pg < 75) = P(z3) — P(z1)
P(zy < puz < z,) =0,9969 — 0,0031
P(z; < pz < z,) = 0,9938
Por lo que la probabilidad de que la media de esa muestra esté entre 152 y 172 es de
99.38%, es decir, esta practicamente asegurado que esté entre esos dos valores.

EJEMPLO 7

En un estudio que se realiz6 a una muestra de pacientes con transtornos alimenticios se
determiné que el promedio de pérdida de peso por semana es de y = 325g, con una
desviacion estandar o = 20g, si se extrae de la lista total de pacientes una muestra aleatoria
de 50 pacientes. Determine lo que se le solicita:

a) ¢Cual es la probabilidad de que el promedio de la pérdida de peso en la muestra sea
inferior a 320 g?

o 20
> vn /50 4528 La probabilidad de que la media de la
L= X—u _ 320 — 325 g muestra de 50 pacientes .cor.1 pé.rdida
o5 2,828 ’ de peso tenga una media inferior a
320 g es de 3,84%.

P(z < —1,77) = 0,0384



b) ¢Cual es la probabilidad de que la media de la muestra de los pacientes con pérdida de
peso esté entre 320g y 3309?

_X-p 320-325

X—u 330-325
zZ; = = = =

- — 1,77 =1 E_ = 1,77
oz 2,828 a=, 2,828

P(z<-1,77) = 0,0384 P(z<1,77) = 09616

P(z, < uy < z,) = P(z;) — P(zy)
P(z; < uz <z,) =09616 — 0,0384
P(zy < puz < z,) = 0,9232

Si efectivamente se determina la muestra de los 50 pacientes y resulta que su media se
encuentra entre 320g y 3309 se concluiria que este resultado concuerda con los valores que
se suponen para la poblacién, lo cual a su vez significaria que el proceso de seleccién de la
muestra esta bajo control o se ajusta a los parametros poblacionales; de otro modo, si la
media de la muestra fuera por ejemplo de 300 g se concluiria que ese resultado muestral no
concuerda con las caracteristicas que se suponen para la poblaciéon (la hipétesis), ya que,
la probabilidad de extraer una muestra con esa media es practicamente de 0 (nula), por ello
se sospecharia que el proceso esta fuera de control y que seria necesario tomar medidas
correctivas para el tipo de analisis médico y/o especializado.

EJEMPLO 8

El promedio de los depoésitos en cuentas de cheques de los 1 500 cuentahabientes de una
sucursal bancaria es de $4 000 con una desviacion estandar de $250. ¢Cual es la
probabilidad de seleccionar una muestra de 100 cuentahabientes que arroje una media
muestral de menos de $4 0507?

Solucién:

Como se conocen los valores de ny N se utiliza el factor de correccién por poblacion finita
para calcular el error estandar:

o [N—-n 250 ([1500—100

G’z:ﬁ N—1 +i00. 1500 —1
oy = 24,16
X—u 4050 — 4000
7Z = = =2,
0% 24,16 La probabilidad de obtener una muestra
P(z < 2,07) = 0,9808 de 100 cuentahabientes con un promedio
muestral menor a $4 050 es de 98,08%.




DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA PROPORCION

En las secciones anteriores se abordo lo sigueinte:

L.

La distribucion muestral es el conjunto de todas las muestras de tamafio n que se
pueden extraer de una poblacién de tamafio N.

Se puede calcular el numero de elementos de una distribucion muestral asi definida
como el nimero de combinaciones de N elementos tomados de n en n (cantidad de
muestras con tamafio n elementos).

Si se calculan las medias de todas las muestras de una distribucion muestral, entonces
se tiene la distribucion muestral de las medias.

Desprendido directamente de lo anterior la distribucidn muestral de la proporcién es el
conjunto de las proporciones de todas las muestras de tamafio n que se pueden sacar
de una poblacién de tamafio N.

DESARROLLO

En la tabla siguiente se comparan las definiciones de las distribuciones muestral de la media
y de la proporcion.

Distribucion Muestral de la Media Distribucion Muestral de la Proporcion

El conjunto de las medias de todas las | El conjunto de las proporciones de todas las
muestras posibles de determinado tamafio n | muestras posibles de determinado tamafio n
que es posible obtener de una determinada | que es posible obtener de una determinada
poblacion de tamafio N. poblacion de tamafio N.

Tabla 6. Tabla comparativa de las distribuciones muestrales de la media y la proporcion.

El procedimiento que se sigue para ilustrar la distribucidon muestral de la proporcion es el
mismo que se utilizé para la distribucion muestral de la media:

Se supondra una poblacién con N elementos.

Se calculara la proporcion y la desviacion estandar de la poblacion.

Se determinara el nimero total de muestras distintas de tamafo n que es posible extraer
y se encontrara cuales son; es decir, se enumerara la distribucion muestral (el conjunto
de todas las muestras de ese tamafio que es posible obtener de esa poblacion).

Se decidira la proporcion de cada una de las muestras identificadas en el punto anterior,
con esto ya se tiene la distribucion muestral de la proporcion.

Se calculard la media y la desviacion estandar de la distribucion muestral de la



proporcion.

e Se obtendra conclusiones similares a las conseguidas para la distribucion muestral de
la media y que son igualmente importantes para el muestreo, al comparar los parametros
poblacionales con los valores obtenidos para la distribucién muestral de la proporcion.

e Se observara también la forma de la distribucion muestral de la proporcién para revisar
la otra importante conclusion (se refiere a la normalidad de la distribucibn muestral
cuando el tamafio de la muestra es grande).

EJEMPLO 1

Suponga una poblacion de N = 6 articulos, de los cuales 3 estan defectuosos y 3 no tienen
defecto, si se utiliza el valor “1” para representar la caracteristica de estar defectuoso y el
valor “0” para representar la caracteristica de no estarlo, los datos de la poblacién se
presentan en la tabla 7, en esta tabla se incluyen los calculos necesarios para determinar la
proporcién y la desviacion estandar de esta poblacion.

Procedimiento 1:
Se supondra una poblacién con N elementos.

Articulo X X-p X —p)?
A 1 0,5 0,25
B 1 0,5 0,25
C 1 0,5 0,25
D 0 -0,5 0,25
E 0 -0,5 0,25
F 0 -0,5 0,25
Total 3 0 1,50

Tabla 7. Tabla de distribucion y variabilidad de los
articulos con N =6

Procedimiento 2:
Se calculara la proporcion y la desviacion estandar de la poblacion.

La proporcién de la poblacional:

La proporcion de articulos es de 0,5.




La desviacion estandar poblacional:

o s
7= N _j;_o"r’

La cual también se puede calcular con la sugiente férmula:

oc=,p-q=+05-05=0,5

El valor de la desviacion estandar de la proporcién corresponde a 0,5 aproximadamente.

Procedimiento 3:
Se determinara el nimero total de muestras distintas de tamarfio n.

NI Para determiner el tamafio de las muestras se
Crll\l - - — | trabajard con la formula de combinacién, esta
n!'- (N —n)! formula se desarrollo en el médulo anterior.
N N! 6! 6:5-4-3:-2-1 6-5
cN = =15

“nal-(N-n)! 21(6-2) 2-1(4-3-2-1) 2-1

Procedimiento 4:
Se resolvera la media de cada una de las muestras identificadas en el punto anterior; con
esto ya se tiene la distribucién muestral de la proporcion.

Muestras Valor de x Proporcion (p)
A-B 1,1 1
A-C 1,1 1
A-D 1,0 0,5
A-E 1,0 0,5
A-F 1,0 0,5
B-C 1,1 1
B-D 1,0 0,5
B-E 1,0 0,5
B-F 1,0 0,5
C-D 1,0 0,5
C-E 1,0 0,5
C-F 1,0 0,5
D-E 0,0 0
D-F 0,0 0
E-F 0,0 0
Total 7,5

Tabla 8. Distribucion muestral de la proporcion.




Procedimiento 5:
Se calcularan la media y la desviacion estandar de la distribucién muestral de la proporcion.

Procedimiento 6:

Se obtendr& conclusiones similares a las conseguidas para la distribucion muestral de la
media y que son igualmente importantes para el muestreo, al comparar los parametros
poblacionales con los valores obtenidos para la distribucion muestral de la proporcion.

La siguiente formula corresponde a la media de las proporciones.

¥
Hp = N_1
Donde:

Up:  Media muestral

Y. p: Sumatoria de las medias de cada proporcion
N;: Cantidad de muestras producto de la combinacion de los elementos de la variable

Xp 75
N, 15

Up = =0,5

Conclusion:

La media de la distribucién muestral de las proporciones es igual a la media de la proporcion
poblacional, en otras palabras, el valor esperado de las proporciones es igual a la media de
la proporcidn poblacional, esto mismo expresado en simbolos corresponde a:

&—&c}"_

La siguiente formula corresponde a la desviacion estandar de todas las proporciones.

Para determinar la desviacion estandar de esta distribucibn muestral de proporciones en la
tabla 9 se presenta la misma distribucién pero agrupada de acuerdo con la frecuencia de las
proporciones muestrales y se incluyen las operaciones necesarias para calcular la
desviacion estandar.



Proporciones & 2 2
mues?crales de p Iy P—tp  (P—w) f-(P—up)
0 3 -0,5 0,25 0,75
0,5 9 0 0 0
1 3 0,5 0,25 0,75
Total 15 0 1,5

Tabla 9. Tabla de dispersion de la distribucion muestral de las proporciones agrupadas de
acuerdo con su frecuencia absoluta.

1,5

0 = |—
P 15
0'13 = 0,1
g5 = 0,3162

El valor de la desviacion muestral de proporciones corresponde a 0,3162.

Al igual que la distribucion muestral de la media existe una relacion entre esta desviacion
estandar de la distribucién muestral de la proporcion, g, y la desviacién estandar de la

/p-q N-n
o5 = :
P n N-1

Para verificar que se cumple con los datos del ejemplo se sustituyen los valores hallados:

poblacion, p:

05-05 [6-—2
O, = .
P 2 6—1

a5 = 0,3162

Se concluye que es el mismo valor encontrado a partir de la distribucion muestral.



Comportamiento de las medias proporcionales

10

Frecuencia absoluta

0 0,5 1
proporciones muestrales de p

Figura 2. Grdfica de barras del comportamiento de las frecuencias
observadas de la distribucion muestral de la proporcion.

En el procedimiento anterior se compararon los valores de la poblacién con los de la
distribucion muestral para llegar a las conclusiones demostradas, las cuales, como se sefialo
son paralelas a las que se obtuvieron para la distribucién muestral de la media.

Finalmente observando la distribucién de frecuencias de la tabla 9 es facil apreciar que aun
para una muestra tan pequefia como n = 2 la distribucion de las proporciones muestrales
tiende a la normalidad (9 observaciones en el centro y 3 en cada extremo), lo cual también
coincide con la tendencia observada en la distribucion muestral de la media.

I. CONCLUSIONES QUE DESPRENDE DE LA DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA
PROPORCION

A continuacion se indicara tres conclusiones generales de esta distribucion:

1. Lamedia de la distribucion muestral de proporciones (el valor esperado de la proporcion)
es igual a la proporcion de la poblacién.

2. Existe una relacion entre la desviacion estandar de la poblacion (binomial) y la
desviacion estandar de la distribucion muestral de la proporcion (error estandar).

3. Teorema del limite central: Si X es una variable aleatoria para la que se conocen su
proporcion p y su varianza o2, la distribucion muestral de la proporcion tiende a ser

normal con media u, y desviacion estandar (error estandar) conforme aumenta el
tamafio de la muestra.

La unica diferencia en la interpretacion de este teorema consiste en observar que la
poblacion a la que se refiere es una poblacién binomial y, por lo tanto, u = p, en otras
palabras, quiere decir que la media de una poblacién binomial es su proporcién.



IIl. FORMULA DEL ERROR ESTANDAR DE LA PROPORCION Y FACTOR DE
CORRECCION POR POBLACION FINITA

Al igual que en la distribucién anterior es posible eliminar el factor de correccién por
., .. , , n .,
poblacion finita de la formula del error estandar cuando ¥ < 0,05 o cuando la poblacion

tiene una cantidad muy grande o infinita de elementos, la forma simplificada del error
estandar en estos casos corresponde a la siguiente:

b-q

EJEMPLO 2

Una cadena de tiendas de linea blanca tiene 5000 cuentas de crédito abiertas con sus
clientes, de acuerdo con la experiencia de varios afios se sabe que la proporcion de cuentas
de crédito que se encuentran atrasadas en sus pagos (morosos) es de 10% del total; si se
extrae de esta poblacién una muestra aleatoria de 100 cuentas, ¢ Cual es la probabilidad de
gue mas de 13 cuentas son morosas?

Datos

n =100 N = 5000

p =0,10 q = 0,90

x =13 P(x > 13) =?
Paso 1

Comprobacion para el factor de correccion.

< 0,05 % < 0,02 0,02 < 0,05

2|3

No se utiliza el factor de correccion por poblacién finita y se aplica la forma simplificada de
la férmula del error estandar de la proporcion.

Paso 2
Determinar la desviacién estandar de la poblacion.

o=4pq
o=401-09

c=0,3




Paso 3
Determinar la desviacién muestral de la proporcion.

o
05 = —
P n
0,3
05 = ——
P \100
a5 = 0,03

Como se trata de una muestra grande (n > 30), se puede utilizar el teorema del limite central
y considerar que la distribucién del conjunto de todas las muestras implicadas tiene una
forma aproximadamente normal.

Paso 4
Determinar la proporciéon de la muestra.

R X
P=
13
P =100
p=0,13

Paso 5
Determinar el valor "z" de la distribucién normal.

_ D— Uy
9p

0,13-0,10
0,03

z=1,00

De la tabla de areas bajo la curva normal se tiene que:

Z

7 =

P(z>1)=1-0,8413 =0,1587
Respuesta

La probabilidad de que en esa muestra exista mas de 13 cuentas morosas es de
15,87%




EJEMPLO 3

En el departamento de psicologia de un centro hospitalario hay registrado 1 000 articulos
en su inventario, de acuerdo con la experiencia que se tiene con las auditorias del inventario
la proporcion de registros contables por articulo que no coinciden con el inventario que
realmente se tiene disponible (el inventario fisico) es de 15%; si se extrae una muestra de
100 registros contables, ¢ Cual es la probabilidad de que la proporcién muestral de registros
gue no coinciden con el inventario fisico sea mayor de 20%?

Datos

n =100 N = 1000

p = 0,15 q = 0,85

x = 0,20 P(x > 20) =?
Paso 1

Comprobacion para el factor de correccion.

< 0,05 % < 0,10 0,10 > 0,05

2|3

Como la proporcion del factor de correccion no cumple la regla de ser menor al 5% de la
poblacién, si es necesario incluir el factor de correccion por poblacion finita en la formula del
error estandar, pero antes de calcular este error estandar, conviene revisar alguna otra forma
alternativa de la férmula completa, en este caso usaremos la formula que se demostré en la
pagina 20 de este folleto.

Paso 2

Determinar la desviacion estandar de la proporcién, ya que, se justifica por que el factor de
correccién es mayor al 5% de la poblacion y no es necesario en este caso determinar la
desviacion estandar de la poblacién.

_[prq [N—n
%=y IN-1

_ |0,15-0,85 [1000 — 100
% = 100 1000 — 1

gp = 0,033891

La desviacién muestral de la proporcién es de 0,0339.



Como se trata de una muestra grande (n > 30) se puede aplicar el teorema del limite central
para utilizar la distribucion normal en el calculo de la probabilidad:

Paso 3
Determinar el valor "z" de la distribucién normal.

. 020-0,15
Z=770,0339

z = 1,47

De la tabla de areas bajo la curva normal se tiene que:

P(z>=1)=1-0,9292 =0,0708
Respuesta
La probabilidad de que la proporcién muestral de registros sea mayor de 20 activos
es de 7,08%

IV. CONSIDERACIONES ADICIONALES SOBRE LA DISTRIBUCION MUESTRAL DE
LA PROPORCION

Al igual que sucede con la media aritmética, el andlisis de la distribucion muestral de la
proporcién permite concluir que:

e Es altamente probable que una muestra extraida al azar de una poblacion contenga el
parametro, la proporcion que se desea estimar o con el cual se desean realizar pruebas
de hipétesis.

e El error estandar disminuye al aumentar el tamafio de la muestra; esta conclusion se
puede deducir de un analisis algebraico de la férmula simplificada del error estandar
(para encontrar este error estandar se divide la desviacion estandar de la poblacion entre
la raiz cuadrada del tamafio de la muestra, al aumentar éste, aumenta el valor de dicha
raiz cuadrada y por lo tanto disminuye el cociente).




EJEMPLO 4
Determine el error estandar para una situacion en la que p = 0,7, cuando:

1. n =10 2. n =100 3. n = 1000
P q P q P q
Os = _— Opn = _— On = —_—
n n n
~|o,7-03 ~|o,7-03 0,703
%= |7 10 %= 7100 % = 71000
o5 = 0,1449 o5 = 0,0458 o5 = 0,0145

Observando los tres ejemplos con tamarfio diferente de la muestra cada uno, se evidencia
gue al aumentar la muestra el error estandar disminuye
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