MODELADO PROGRAMACION
LINEAL CON DOS VARIABLES
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Estaremos viendo las caracteristicas generales de Investigacion de Operaciones como
Un proceso cuantitativo para tomar decisiones.

El analisis cualitativo se basa fundamentalmente en el juicio del administrador sobre un
problema. En el caso de que el administrador tenga poca experiencia en problemas si-
milares, recomendar un analisis cuantitativo puede resultar de especial importancia en
la decision final del administrador. Ademas, concentrarse como analista en los hechos o
en los datos cuantitativos asociados con el problema, facilitara desarrollar expresiones
matematicas que permitan describir los objetivos que existen dentro del problema para
un determinado curso de accion.

En la actividad empresarial 0 industrial, nos encontraremos en la disyuntiva de com-
binar mas de una variable para optimizar el mejor resultados, considerando la mayor
ganancia o el menor costo. Al momento de presentar informes, es importante el uso de
graficos que representen las diferentes alternativas como la solucion optima, con el fin
de tomar la decision mas indicada.

En este momento, hagamonos las siguientes preguntas: (cudl es la naturaleza de la
programacion lineal y qué tipo de problemas puede manejar? Para responderlas breve-
mente, el tipo mas coman de aplicacion abarca el problema general de asignar recursos
limitados entre actividades competitivas de la mejor manera posible (es decir, en forma
optima).

Ahora bien, la situacion de asignacion pue-
de surgir cuando se debe elegir el nivel de
ciertas actividades que compiten por recur-
S0S escasos. La diversidad de situaciones a
las que se puede aplicar esta descripcion es
sin duda muy amplia: va desde la asignacion de
instalaciones productivas a los productos, hasta la
asignacion de los recursos nacionales a las necesida-
des de un pais; desde la planeacion agricola, hasta el di-
sefo de una terapia de radiacion: etc. Empero, el ingrediente
coman de todas estas situaciones es la necesidad de asignar
recursos a las actividades.




Comnmente, tal y como indica Sanchez (2004).

() seleccionar una alternativa incluye satisfacer varios criterios al mismo tiempo. Por
ejemplo, tal como sefala cuando se compra una pieza de pan se tiene el criterio de
frescura, tamafio, tipo (blanco, integral u otro), costo y rebanado o sin rebanar. Se puede
ir un paso mas adelante y dividir estos criterios en dos categorias: restricciones y el
objetivo. Las restricciones son las condiciones que debe satisfacer una solucion que
esta bajo consideracion.

Si mas de una alternativa satisface todas las restricciones, el objetivo se usa para
seleccionar entre todas las alternativas factibles. Cuando se elige una pieza de pan,
pueden quererse 100 gr. de pan blanco rebanado y hecho no de un dia antes. Si varias
marcas satisfacen estas restricciones, puede aplicarse el objetivo de un costo minimo
y escoger la de menor precio. (pag. 7).

De igual manera, tal y como lo menciona Sanchez (2004) entre tanto:

(.) no exista un limite en el nimero de restricciones que puede tener un problema de
PL, solo puede haber un objetivo. La forma matematica del objetivo se llama funcion
objetivo. Debe incorporar el maximizar o minimizar alguna medida numérica. Puede ser
maximizar el rendimiento, la ganancia, la contribucion marginal o los contactos con los
clientes. Puede ser minimizar el costo, el nimero de empleados o el material de desper-
dicio. Normalmente, el objetivo es evidente al observar el problema (Pag. 9).

Modelo general de programacion lineal -

Optimizar Z= )} ¢ X,
J

Sujeta a: Z ax b =120
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FORMULACION DE MODELOS DE PROGRAMACION LINEAL

Aunque no parezca, lo mas dificil de PL es averiguar cuando esta puede aplicarse y
formular el problema matematicamente. Una vez esto listo, resolver el problema casi
siempre es facil.

De acuerdo con Gu;-
PARA PRECISAR UN PROBLEMA EN FORMA MATEMATICA, s preet
DEBEN PRECISARSE AFIRMACIONES LOGICAS EN TERMINOS a matematica, deben

MATEME'I'ICOS, precisarse afirmaciones

logicas en términos ma-
tematicos. Esto se reali-
za cuando se resuelven
‘problemas hablados” al estudiar un curso de algebra. Algo muy similar sucede en
nuestro caso al formular las restricciones.

Par ejemplo, tal como explica Guzman (2005), considérese la siguiente afirmacion: M usa
3 horas por unidad y N usa 2 horas por unidad. Si deben usarse todas las 100 horas
disponibles, la restriccion sera:

3M+2N =100

Enla realidad, en la mayoria de las situaciones de los negocios, no es obligatorio que se
usen todos los recursos (en este caso, horas de mano de obra). Mas bien, la limitacion
es que se use, cuando mucho, lo que se tiene disponible. Para este caso, la afirmacion
anterior puede anotarse como una desigualdad:

SM+2N <100




Segln Guzman (2005):

Para que sea admisible para PL, cada restriccion debe ser una suma de variables con
exponente 1. Los cuadrados, las raices cuadradas, etc. no son aceptables, ni tampoco
los productos de variables. Ademas, la forma estandar para una restriccion pone a
todas las variables del lado izquierdo y solo una constante positiva o cero del lado
derecho. Esto puede requerir algin reacomodo de los términos. Si. por ejemplo, la
restriccion es que M debe ser por los menos el doble de N, esto puede escribirse como:

NoOtese que pueden moverse términos de un lado a otro de las desigualdades como
si fuera un signo de igualdad. Pero al multiplicar una desigualdad por -1, el sentido de
esta desigualdad se invierte. Puede ser necesario hacer esto para que los coeficientes
del lado derecho sean positivos. Por ejemplo, si se quiere que M sea por o menos tan
grande como N - 2, entonces:

Por GltimoN-M > 2
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Una nota final sobre desigualdades: es sencillo convertir una desigualdad en una ecua-
cion. Todo lo que se tiene que hacer es agregar (o restar) una variable extra. Por ejem-

plo:
N-M=>2 es lo mismo que N-M+S=2

En donde S representa la diferencia, o la holgura, entre N-My 2. S se llama variable de
holgura. Por otro lado, se restarfa una variable de superavit en el caso siguiente:

M-2N<0  eslomismoque M-2N-S=0

La metodologia de PL requiere que todas las variables sean positivas o cero, es decir,
no negativas. Para la mayoria de los problemas esto es real no se querria una solucion
que diga: prodazcanse menos dos cajas o
contratense menos cuatro personas.

LA METODOLOGIA DE PL REQUIERE QUE Mientras que no existe un limite en el nd-
TODAS LAS VARIABLES SEAN POSITIVAS mero de restricciones que puede tener un

problema de PL, solo puede haber un obje-

0 CERO, ES DECIR, NO NEGATIVAS. tivo. La forma matematica del objetivo se

llama funcion objetivo. Debe llevar consigo
el maximizar o minimizar alguna medida nu-
meérica. Podria ser maximizar el rendimien-
to, la ganancia, la contribucion marginal o los contactos con los clientes. Podria ser
minimizar el costo, el nimero de empleados o el material de desperdicio. Con frecuencia
el objetivo es evidente al observar el problema.

Como el valor de la funcion objetivo no se conoce hasta que se resuelve el problema, se
usa la letra Z para representarlo. La funcion objetivo tendra, entonces, la forma:

Maximizar Z = 4M + 6N 0 Minimizar Z = 2x1 + 5x2




MODELOS DE PROGRAMACION LINEAL EN FORMA ESTANDAR

Modelo de maximizacion
A continuacion, explicaremos este modelo de acuerdo con Guzman (2005), para quien:

Supéngase que existe cualquier namero (digamos m) de recursos limitados de cual-
quier tipo, que se pueden asignar entre cualquier nimero (digamos n) de actividades
competitivas de cualquier clase. Etiquétense los recursos con ndmeros (I, 2. ... m) al
igual que las actividades (1. 2. ... n). Sea x (una variable de decision) el nivel de la acti-
vidad j, para j=1 2 ..n vy sea Zlamedida de efectividad global seleccionada. Sea ¢
el incremento que resulta en Z por cada incremento unitario en X (paraj=12 . n).
Ahora sea b la cantidad disponible del recurso i (para i =1, 2..., m). Por Gltimo, definase
a, como la cantidad de recurso i que consume cada unidad de la actividad j (parai=1 2,
..my j=12 . n).Se puede formular el modelo matematico para el problema general
de asignar recursos a actividades. En particular, este modelo consiste en elegir valores
de X, X,, .. X_para:

Maximizar Z=cx +CxX,+ .. +C X sujeto a las restricciones:

aHXI " a12x2 N amxn < bl

a,X +a X, *.+a, X <b,

ax+ta X, *.+ta x <bh

mn - n m

yx =0x,20 ..

X =0

n
En este momento se puede resumir la terminologia para los modelos de PL. La funcion
que se desea maximizar, cx, +Cx, *+..+ ¢ X se llama funcion objetivo.

Por lo general, se hace referencia a las limitaciones como restricciones. Las primeras m
restricciones (aguellas con una funcion del tipo a x, +a x, +..+a X . que representa el
consumo total del recurso i) reciben el nombre de restricciones funcionales.

De manera parecida, las restricciones x z0se llaman restricciones de no negatividad.
Las variables x; son las variables de decision. Las constantes de entrada. a,. b, ¢, reci-
ben el nombre de parametros del modelo (Pags. 42-43).



Modelo de minimizacidon
De igual manera que con el modelo anterior, Guzman (2005) explica que:

Es conveniente agregar que el modelo de maximizar no se ajusta a la forma natural de
algunos problemas de programacion lineal.

1. Minimizar en lugar de maximizar la funcion objetivo: Minimizar

L=CX +CX,*..*CX

nn

2. Algunas restricciones funcionales con desigualdad en el sentido mayor o igual:

ax *tax,+.+ax *Db, paraalgunos valores de i
|

3. Algunas restricciones funcionales en forma de ecuacion:

ax *ax,+.+ax =D paraalgunos valores de i,

|
4. Las variables de decision sin la restriccion de no negatividad:
X o restringida en signo para algunos valores de j.

Cualquier problema que incluya una, varias o todas estas formas del modelo anterior
también se clasifica como un problema de PL, siempre y cuando estas sean las nicas
formas nuevas introducidas. Puede ser que la interpretacion que se ha dado de
asignacion de recursos limitados entre actividades que compiten no se apli-
que, pero independientemente de la interpretacion o el contexto, lo Gnico
que Se necesita es que la formulacion matematica del problema se ajuste
U las formas permitidas (Pag. 43).
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Formulacion algebraica: forma canénica
A continuacion, abordaremos este tema desde la propuesta de Guzman (2005):
Todo problema de PL puede representarse como: Max (z) =cIx1+c2x2+..+cnxn

sujeto a:
allx] + al2x2 +_+ alnxn < bl
a2lxl +a22x2 +.+ a2nxn < b2

amlix]l + am2x2 +.+ amnxn < bm
Xl x2, .xn=0

Siendo:

xj: Nivel de actividad de la variable x]

¢cj: Contribucion unitaria de xj a funcion objetivo

aij: Coeficiente técnico, unidades de recurso i que se consumen por unidad de variable |
bi: Cantidad disponible de recurso i

- Otra representacion:

n
Max (z) = ¥ C X
J=1

Sujeto a
n

Ya,x, <b donde i=12 .m
jl

En forma matricial:
Max (z) = C x
sujeto a:

Ax<bx =20

- A esta forma se la denomina forma candnica




Importancia de la forma canénica
De acuerdo con Guzman (2005):

- La forma candnica es importante porque todos los desarrollos e interpretaciones
economicas del problema pueden referirse a ella.

- Es posible transformar un problema de PL a un problema equivalente en forma candnica.
- Un problema de PL puede consistir en:

- Buscar un maximo o un minimo de la funcion objetivo

- Restricciones de tipo ‘<" "> e "=

- Variables positivas, negativas o no restringidas en signo

- Conversion de un problema lineal general a su forma canonica:

- Cambiar el sentido de la optimizacion
- Cambiar el sentido de la desigualdad

- Cambiar una desigualdad en igualdad

Variable de holgura
Variable surplus
- Cambiar igualdades en desigualdades

- Cambiar variables sin restriccion de signo a otras de signo positivo o nulo (Pag. 45).



SOLUCION GRAFICA DE LA PROGRAMACION LINEAL

De acuerdo con Guzman (2005):
Desigualdades de una ecuacion lineal
Por ejemplo tenemos la ecuacion
2X+3Y=60endonde X.Y=0

Para que se cumpla la igualdad de la ecuacion nos tocarfa adquirir 15 unidades de X'y
10 unidades de Y respectivamente:

2(15) + 3(10) = 60
Y /
20 F

@ (xy)2x+3y= 60(x,y>0)

@ (15.10)

N\ 4

30

Figura tomada de Guzman, G. (2005). Médulo programacion lineal. Neiva (Huila): Editorial Univer-
sidad Nacional Abierta y a Distancia - Unad

10



Revisemos la linea recta ya que ahi es donde se daria la solucion.

Si en la ecuacion no se quiere llegar a la totalidad del resultado se dara la ecuacion en
una forma diferente llamada inecuacion:

2X+3Y<60endonde XY =0
La solucion factible es un area sombreada que depende del signo de la desigualdad.
Se sombreara si el signo es el < la solucion sera el area inferior o, por el contrario, el

sigo es > el area que se sombreara sera la de todos los puntos por encima de la linea
obtenida.

Y 4
ZOF

® (x,y) 2x + 3y = 60(x,y>0)

@ (15,10)

A4

30

Podemos observar en el grafico anterior, que la solucion mas factible es la de los pun-
tos mas cerca del eje X (bajo la recta de la solucion lineal, la ecuacion es precedida por
el signo <) (Pags. 50-51).




DESIGUALDAD

Para explicar este tema, nos basaremos en lo dicho por Guzman (2005), quien propone:
Escribamos una desigualdad entre dos variables:

ax+by+c<0(ohien<0 =0, >0

En donde a, b, ¢ son constantes mientras que ‘a” y ‘b” son diferentes de cero.

La solucion de una desigualdad lineal en términos geométricos en “x"y “y" consiste en
todos los puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen la desigualdad.

A través del siguiente ejemplo miremos las desigualdades y las regiones descritas por
ellas:

Revisemos el siguiente a:
Determine la region descrita por la desigualdad y < 5.

Al revisar un problema como este no nos asustemos si no aparece la x en ningdn lugar
de la ecuacion solo indica que x es cierto en cualquier punto de x.

Solucion

N
v

AN

N
7

X

Podemos fijarnos en la figura anterior que la region sombreada es la solucion factible
para la desigualdad planteada. (Pag. 52).
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De igual manera que Guzman (2005) explica que:
Revisemos el siguiente b:

Ahora describamos la region definida por la desigualdad: x = -2

Revisemos el siguiente ejemplo c:

Dando valores a "x"y "y" determinamos las rectas con las areas correspondientes a las

desigualdades planteadas.
2X+y>3
X >y
y-1>0

Y 2x+ 34 x=0:y =3

y <X x=0:y=0
X=1:y=1

y>1/2

19




Miremos que ha escrito cada desigualdad de manera que y" queda despejada.
En primer lugar trazamos las rectas:

y=2X+3y=X Y
y=y

Sombreamos la region que se encuentra simultaneamente por encima de la recta.

La solucion es la que se encuentra sobre o por debajo de la segunda de ellas y por
encima de la tercera de esta region.

N
K

\ 4

b

y= -2x+3

Figura tomada de Guzman, G. (2005). Médulo programacion lineal. Neiva (Huila): Editorial Univer-
sidad Nacional Abierta y a Distancia - Unad

La solucion: la region sombreada.



CONCEPTO GENERAL DEL METODO GRAFICO

El método grafico en la programacion lineal consiste en obtener de una situacion (proble-
ma) ecuaciones lineales y convertirlas en desigualdades o inecuaciones para graficarlas y,
en consecuencia, obtener la region mas optima segun el signo de la desigualdad.

Es importante indicar que la solucion mas optima es el area sombreada.

Pasos para la solucion mediante el método grafico

De acuerdo con Guzman (2005), los pasos que se requieren para obtener una solucion
optima en el método grafico son:

1. Formulacion del problema: es expresar el problema en términos matematicos en el
formato general de la programacion lineal (desigualdades) con un solo fin maximizar la
contribucion a la ganancia.

2. Graficar las restricciones: es la graficacion de las restricciones en el plano carte-
siano para establecer todas las posibles soluciones.

3. Obtencidn de la solucién dptima: se grafica la funcion objetivo en la misma grafica
de las restricciones. Siempre se hara estoy se dara la solucion de acuerdo con el
simbolo que esté presente en las restriccion de la funcion objetivo.

Revisemos el siguiente ejemplo:

Maximizar la funcion objetivo: Z= 3x +y

Sujeto a las restricciones:

2X+y <

X+ 3y <12
X, y=0




Grafiquemos las desigualdades planteadas en las restricciones ast:
2x+y<8 |x0;y=8
y=0: x=4

2x + 3y <12 | x=0; y=4
y=0: x=6

D(0.4)

c(3.2)

Region
factible 2x*3y <12
X
) Al(0,0) (B (4.0) X
\% (6,0)

Mire en el grafico que la region factible esta conformada por los puntos A(0.0); D(0.4);
B(4.0) y el punto C que es el resultado de la interseccion de las 2 inecuaciones cuyo
valor aproximadamente en el plano esta dado por las coordenadas (3.2).

En el punto C (3,2). se obtiene precisamente a maximizacion de Z = 3x +y .
Dos pasos incluye la solucion grafica:

a. Determinar la region factible de solucion

b. Determinar la region optima de entre todos los puntos localizados en el espacio de
soluciones (Pag. 56).

1O
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METODO ALGEBRAICO

El método algebraico en la actualidad es una herramienta muy coman, que se ha utiliza-
do para resolver problemas de gran magnitud. Por su simplicidad, cientos de empresas
y compafias alrededor del mundo han ahorrado miles y miles de dolares.

El método algebraico incluye en su desarrollo al método grafico y. de la misma manera,
el método grafico no estarfa completo sin la rigurosidad del método algebraico, ya que
la apreciacion visual que da el grafico facilita la comprension de la solucion optima con
el acompafamiento del método algebraico.

Pasos para utilizar en método algebraico, de acuerdo con Guzman (2005)

I. Describa los datos del problema como una funcion objetivo y restricciones.

2. Grafique las restricciones.

3. Determine el espacio de soluciones factibles.

4. Encontrar la solucion optima.

Resumiendo entonces, decimos que todos los modelos de 10, incluido el de PL, constan
de tres componentes basicos.

a. Las variables de decision que se pretende determinar.
b. El objetivo que se necesita optimizar (maximizar o minimizar).
c. Las restricciones que la solucion debe satisfacer. (Pag. 59).

El punto “a” es el primer paso
esencial en el desarrollo del

ES IMPORTANTE MENCIONAR QUE LOS EJERCICIOS DE modelo. Luego se construye la
10 BUSCAN DOS OPCIONES DE SOLUCION AL INTERIOR funcion objetivo y las restric-
DE LA EMPRESA. POR UN LADO,“MAXIMIZAR” ciones es mas directa.

UTILIDADES O RETORNOS Y, POR OTRO, “MINIMIZAR”
COSTOS, LOS CUALES SON DE GRAN IMPORTANCIA
PARA ENCONTRAR LA FUNCION OBJETIVO.

1/
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