


"/ DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Al igual que en las funciones de una variable en las que se puede calcular la primera,
segunda, tercera, n-ésima derivada, también en las funciones de varias variables se puede
determinar derivadas de orden superior.

Urban, R (s.f, p.23), indica que la derivada de primer orden de una funcién z =
f(x1, %2, x5, ..., x,)S€ denotan de la siguiente forma con respeto a x,,:

of of of of

ox;" 0x,” 0x3 " 0x,

Estas derivadas pueden derivarse nuevamente, lo que se llamaria derivada parcial de
segundo orden, que a su vez puede derivarse nuevamente y asi sucesivamente. Las
derivadas de segundo orden se denotarian de la siguiente forma respecto a x:

*f  0*f *f

0x2" 0x,0x;" 0x10x3

Con respecto a la variable x, la notacion seria la siguiente:

92f  9%f  9%f

0x2" 0x,0x;" 0x,0x3

En el caso de una funcién de dos variables, sus segundas derivadas parciales estaran
dadas por las cuatro siguientes:

92f 8 9*f 0%f
0x%' 0y2?’dxdy’ dyodx

Existe un teorema denominado Teorema de Schwartz, el cual dice que dadas ciertas
.. 92 02 . .
condiciones, se puede demostrar que ﬁ = ay_afx’ se deja al lector realizar la lectura de

este teorema, también llamado Teorema de Clairaut.

A continuaciéon se presentan ejemplos en los que se muestra al lector el procedimiento
para realizar el calculo de una derivada de orden superior.

a%f a%*f

Determine la derivada parcial de segundo orden de f(x,y) = x* — 2xy + 4y'@'ﬁ'

Solucién

Se debe calcular la derivada parcial de primer orden respecto a cada variable.

O — 9y — oF _ _
a—Zx 2y 3y 2x + 4



Ahora se calcula la derivada parcial de segundo orden.

o%f R
ax? ay?
2
Halle el valor de ZT]; con x=-1,y =2, para f(x,y) = 3xy? — 2y + 5x2y2
Solucion

Se calcula la derivada parcial de primer orden respecto a x

% = 3y? + 10xy?
Luego la de segundo orden
2
% = 10y?
Seguidamente se sustituye por los valores dados en el enunciado
10(2)? = 40.
EJERCICIOS
3 2

1. Halle la derivada parcial de segundo orden ( ) de las siguientes funciones. Evallelas

axZ'a_yZ
cuandox=1,y=3.
a. flx,y)=

b. f(x,y) =2x3+ 3xy? — 4y*
c. f(x,y)=5x3y2+3x—2y

"/ REGLA DE LA CADENA

En la segunda lectura se estudio la regla de la cadena para una variable, ahora se
estudiara su aplicacion en varias variables.

x4y2

x+y

Segun Urban, R (s.f, p.27) si se tiene una funcién z = f(x, y) con derivadas parciales
continuas y las funciones derivables x = f(t), y = g(t), la regla de la cadena para estas
funciones compuestas es

dz 0zdx 0zdy

dt axdt+aydt
Ademas, Urban agrega que una generalizacion de la regla de la cadena se da cuando z =
f(x, y) y las variables x, y, dependen de otras variables, tales como u, w, entonces si las
funciones tienen derivadas parciales continuas, la funcion z = f(x (u, w), y (u, w)) y su
derivadas serian corresponderias a las siguientes derivadas parciales, segun la regla de
la cadena



az_azax+azay y az_azax+azay
du 0xodu dyou ow dxow dyodw

A continuacion se presentan ejemplos para que el lector observe la aplicacion de la regla
de la cadena en varias variables, el primer ejemplo muestra dos formas de resolver el
mismo ejercicio, uno sustituyendo variables y otro a través de la regla de la cadena, el
siguiente, presenta una situacion en la que la complejidad de variables favorece utilizar
directamente las férmulas presentadas anteriormente para aplicar la regla de la cadena.

Considere z = f(x, y) = 2x? + y2 + xy donde x = 5t, y = t3, encuentre dz/dt.

Solucién

Esta funcion se presta para sustituir los valores de X, y por sus equivalentes en t, y derivar
en una variable.

z =f(x, y) = 2x2 + y2 + xy = f(t) = 2(5t) 2 + (£3)2 + (5t)(t3) = 50t% + t° + 5¢t*

dz )
Frin f'(t) = 100t + 6t°> + 20¢3

Ahora aplicando regla de la cadena.

dz 6zdx+azdy
dt dxdt 0dydt

dz
= (4x + y)(5) + (2y + x)(3t?)
dz
— = 20x + 5y + 6yt? + 3xt?, se sustituye x,y por sus equivalencias en t

dt
20(5¢t) + 5(t3) + 6(t3)(t?) + 3(5t)(t?) = 100t + 20t3 + 6t°

Observe que el resultado es el mismo que se obtuvo anteriormente.

Una pequeia empresa produce lechuga hidroponica (x) y lechuga regular (y), la funciéon
de costos esta dada por C(x, y) = 0,02(x + y)3 - 0,1(x + y)2 + 3(x + y) + 300, las funciones
de demanda x = 125 — L3 — 0,112,y = 130 — 0.1L% — 2L2.

ac
a. Calcule por regla de la cadena L
h

b. Evalte paral, =2,L, = 3.

Solucién



ac

oL,

a. Aplicando

dC  9C ox +6C dy
aLh_ N 0x aLh_ ay aLh

[0.06(x + y)2(1) + 0.2(x + ¥)(1) + 3(1)](=2)Ly, + [0.006(x + y)? — 0.2(x + ) + 3](=0.2Ly)

acC
FT —0.12(x + y)?Ly, + 0.4(x + y)Ly, — 6L, — 0.012(x + y)2Ly, + 0.04(x + y)L;, — 0.6L,
h

ac
h

En la derivada obtenida en el ultimo paso del punto anterior, se sustituye por los valores
correspondiente, considere que debe sustituirse también en las equivalencias de x,y.

x =125—-(2)2—-0,1(3)? = 120.1,y = 130 — 0.1(2)? — 2(3)? = 111.6

Lp=2,L,=3

—0.132(120.1 + 111.6)2(2) + 0.44(120.1 + 111.6)(2) — 6.6(2) = —13 982.11496

: . TV [
Se deja al lector realizar el ejercicio T

r

EJERCICIOS

[]

1. Halle dw/dt utilizando la regla de la cadena.

a W=Xx2+y? x=2ty=t.

_ 2 3t _
b. w={x{2+y%x= 2,y—12+4t
C. W=Xy,X=2-5ty=3+2t2
d w=xy-y2 x=t—4,y=3t
Halle Z—‘:,y%—‘:, utilizando la regla de la cadena apropiada y evalle cada derivada parcial
para los valores indicados de s y t.
a w=x2+y? x=s+t,y=s—-t s=2,t=-1.
b. w=y3-3x2y,x=5-2t,y=4t,s=2,t=-2.
C. W=2x+3y,x=s+t,y=s—-ts=0,t=3/2.

MAXIMOS Y MINIMOS PARA FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

En este apartado se estudia como determinar los puntos maximos y minimos
de una funcién, semejante a cuando se estudiaron en calculo de una variable
en los que se utiliza los criterios de la primera y segunda derivada, en varias
variables se utiliza la derivada para el calculo de estos puntos.

Por definicion, una funcién tiene un minimo relativo en (x,, y,) si el valor de la



funcién en este punto es menor a los valores que toma en los puntos vecinos,
f(x0,y0) < f(x,y) V (x,y), en unaregion que contenga a (x,, y,) (Urban, R. s.f.
p. 32).

En los puntos méximos y minimos las primeras derivadas parciales son cero.
Es importante tomar en cuenta que los maximos o minimos no son
necesariamente absolutos de la funcion por lo que suelen ser llamados como
extremos relativos.

Criterio de la primera derivada
La primera derivada se utiliza para determinar los puntos criticos de una funcion,

basicamente se realiza la derivada parcial respecto a cada variable, se toman los
resultados de las variables y se establece un sistema de ecuaciones y se da solucion al
mismo. Los resultados donde se hace cero las ecuaciones son los valores para las

variables, que pueden ser X, y, que conformaran los puntos criticos.

Encuentre los puntos criticos de la funcion f(x,y) = x> + y* — 3xy.
Solucién

Primero se determinan las derivadas parciales, las cuales estan dadas por

df )

dx o T
df

— = 4y3 —
& vy 3x

Segundo, se establece un sistema de ecuaciones para resolverlo y hallar los
valores de x, y, en los que se hacen cero las derivadas.
3x2 -3y =0
{4y3 —-3x=0
Se deja al lector resolver el sistema de ecuaciones.
Luego de resolver el sistema de ecuaciones, se determina que los valores que

2
5(3 . 5][3
toma x son 0y \/;, mientras los valores de y son 0y (\/;) , por lo tanto los

2
puntos criticos de la funcion corresponden a: (0, 0) y ’ %, (5 %)

Halle los puntos criticos de f(x,y) = x3 + y* — 12x — 2y2.



Solucién

Primero determine las derivadas parciales.

df
— =3x% - 12
dx X
df
— =4y —4
dy y y
Luego establezca el sistema de ecuaciones y resuélvalo.
{sz —-12=0
4y3 —4y =0
En este caso las soluciones para x corresponden a -2 y 2, para y los resultados son: 0, -1

y 1.
Por lo tanto los puntos criticos corresponden a los pares ordenados que se forman entre

los valores de x con los de y: (2, 0), (-2, 0), (2, -1), (2, 1), (-2, 1) y (-2, -1).
De modo similar se trabaja con tres variables.
Recuerde que no toda funcion va a presentar puntos criticos.

Criterio de la segunda derivada
La segunda derivada permite determinar si los puntos criticos hallados con la primera

derivada son puntos maximos, minimos o silla.
Para poder determinar el tipo de punto hallado se requiere del criterio de derivada parcial

segunda gue dice lo siguiente:

Sea una funcién f con derivadas parciales primeras y segundas continuas en una region
abierta que contiene un punto (a, b) para el que g—i(a, by=0y g—]yc(a, b) = 0. Para
determinar si en dicho punto hay un extremo relativo de f, definimos la cantidad

92f 92f a2f 1?
d —W(a,b) a_yz a,b) - Iaxayl

2
- Sid>0y %(a, b) > 0, entonces f(a, b) es un minimo relativo.

2
- Sid>0y % (a,b) < 0, entonces f(a, b) es un maximo relativo.

- Sid <0, entonces (a, b, f(a, b)) es un punto silla.

- Este criterio no contempla sid = 0.



Clasifique los puntos critico de f(x, y) = -x3 + 4xy — 2y2 + 1, en minimos 0 maximos relativos
o punto silla.
Solucion

Primero se determinan los puntos criticos realizando la primera derivada parcial.

af

—=-3x*+4

0x x y
0
—f =4x — 4y
dy

_ 2
Se resuelve el sistema de ecuaciones { 3x” + 4y
4x — 4y
Se obtienen las siguientes soluciones: x =y, x=y =0, x =y = 4/3.
Segundo se realizan las derivadas parciales segundas
0% f B
ax2
0% f B
dy?

—6x

a2 : . , : .
Se calcula ﬁ, que consiste en realizar primero la derivada parcial respecto a x, el

resultado se le realiza la derivada parcial respecto a y:

af )
2 - _ 4
o 3x“ + 4y
62
f:4
dxdy

Se utiliza la férmula para determinar d con los puntos criticos obtenidos anteriormente (0,

0), (4/3, 4/3).

En este caso se inicia evaluando en la derivada parcial segunda el punto (0, 0)
d=-6(0)-(—4) —(4)*=-16

Como d <0, es un punto silla en (0, 0, 1), el 1 se obtiene de sustituir los valores de x, y en f.

Ahora se analiza el punto (4/3, 4/3).

d= —6@) (—4) - (4)? = 16

9%f (4 4
En este caso d > 0, por lo que se debe evaluar a_x]; (;,5).



9% f 4
55 =6(3) =8

2
Entoncescomod >0y ZTZ (a,b) < 0, entonces f(a, b) es un maximo relativo.

EJERCICIOS

1. Halle los puntos criticos de las siguientes funciones, si los tienen.
fly,z)=x*—y> —xz—yz

fl,y,z2)=x3+y3—xz—yz

fl,y,z2)=x3+y3+x—yz

fle,y) =2x?+2xy+y?+2x—3

f(x,y) = —x?—-5y? +8x — 10y — 13

f(x,y) = —5x% + 4xy — y%? + 16x + 10

flx,y) =x%+6xy+10y? —4y + 4

@ "0 o0 Ty

2. Utilice el criterio de la segunda derivada para clasificar los puntos criticos
obtenidos en el punto anterior como maximos, minimos o silla.

"/ MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

El método de multiplicadores de Lagrange, es utilizado en el célculo de maximos y
minimos de funciones en varias variables que presentan restricciones.
Al aplicar este método en economia, se pueden hallar limitaciones reales como son: el
monto a invertir, tecnologia, mercado, entre otros.
Urban, R. (s.f.) expone de forma clara este método, de la siguiente forma:
Considere que debe optimizar la funcion f(x, y) con base en la restriccion g(x, y) =
0, se forma asi la funcién objetivo L(x,y,3) = f(x,y) —3g(x,y), 3 es el multiplicador
de Lagrange, que es independiente de las variables x, y. ... El proceso para
determinar los puntos extremos consiste en determinar las derivadas parciales de
L(x,y,3)con respecto a las tres variables, y se igualan a cero, se determinan los
valores de cada una, pero se utilizan solamente los de X, y.
oL_of |99 _
dx Ox 0x
oL_of 99 _,
dy Ody 0x

0



oL
—<—=9xy)=0

FP e
Luego de este paso, donde se han hallado los valores de los puntos criticos, se
procede con el criterio de la segunda derivada, como se estudié en el apartado
anterior. (Urban, R. s.f. p.43 — 45)

Observe el siguiente ejemplo para su mejor comprension.

Obtener los puntos criticos de f(x, y) = 5x2 + 6y2 - xy con base en la restriccion x + 2y = 24,
clasifique los puntos hallados.

Solucion

Se establecen los datos que se requieren para dar solucion al ejercicio:

g(X,y) =x+2y-24

L(x,y,3) = f(x,¥) —3g(x,y)

L(x,v,3) = 5x2 + 6y% —xy — Mx + 2y — 24)

L(x,v,3) = 5x2 + 6y% —xy — x3 — 2y3 + 243

Establecida la funcion objetivo, se procede a calcular las derivadas parciales de cada

variable.
oL
e 10x —y—2
dL
@ =12y —x — 23
oL
T x+2y—24

Se resuelve el sistema de ecuaciones, en este caso considera que es de tres variables (X,
y, 3) cuando hallan los valores de cada variable, no se toma en cuenta el valor de ) en la

resolucion del ejercicio.

10x—y—32=0
—x+12y—-23=0
x+2y =24

Los valores obtenidos son x =6,y =9, y 3 = 51 (valor que no se requiere).
Por lo tanto se establece que la funcién f, con base a la restriccién correspondiente tiene

un punto critico en (6, 9).



Se procede a determinar las derivadas parciales segundas.

0%L
i 10
0%L
a_y2 =
0%L
dx0dy -

12

Se determina el valor de d.
Ly DL s [ 9% ’
~oxz P gy dxdy

d=10-12— (-1)2? = 119

d

2
Como d > 0 debe determinarse % (a,b), el cual es 10.

2
Setienequed >0y ZTZ (a,b) > 0, entonces f(a, b) es un minimo relativo.

Empleando P unidades de mano de obra y K unidades de capital, una empresa puede

elaborar P unidades de su producto con P(P,K) = SOPEK; Le cuesta a la empresa $100
por cada unidad de mano de obra y $300 por cada unidad de capital empleado. La
empresa dispone de $45 000 para produccion.

Mediante el método de multiplicadores de Lagrange determine las unidades de mano de
obra y de capital que la empresa debe utilizar con objeto de maximizar su produccion.

Solucién

2 1
La funcion a maximizar es P(P,K) = 50P3K3, la cual esta restringida por los montos de
mano de obra, capital empleado y produccién, la ecuacién que representa los datos de
restriccion es la siguiente: 100P + 300K = 45 000. Se establece la funcién objetivo y las

derivadas parciales respecto a cada variable.

2 1
L(P,K,>) = 50P3K3 — 100P3 — 300K + 450003

oL _ 100 P_%K% 1002
oP 3

oL _ 50 P§K‘§ 300)
0K 3



oL
o 100P + 300K — 45000

Se establece el sistema de ecuaciones y se resuelve.

100 _1 1
TP 3K3—1002 =0

50 2 2
?P3K 3—3002=0

k100P + 300K = 45000
Los resultados corresponden a P = 300, K = 50,3 = ﬁ este ultimo no es requerido, sin
embargo se brinda al lector para que pueda corroborar sus propios céalculos.
Por lo anterior se puede decir que hay un punto critico en (300, 50).
Por lo tanto la empresa maximiza su produccion si emplea 300 unidades de mano de obra

y 50 de capital.

EJERCICIOS
Hallar los puntos de extremo de f sujeta a las restricciones enunciadas, determine el tipo
de punto que es (maximo, minimo, silla)
a. f(x,y)=x-y,sujetaaxz-y2=2
b. f(x,y) =3x+ 2y, sujetaa 2x2 + 3y2=3
f(x, y) =X, sujetaa x2 + 2y2 =3
f(x, y) = X2 + y2, sujeta a 2x + 3y =7
f(x, y) = x2 + y2 - 3xy, sujeta a 2x + 3y = 31

- o a2 0

f(x,y) = 3x + 2y, sujetaa x2 +y2 =13
g. f(x,y) = 2x2 + 3y?, sujeta a xy = /6



