


CALCULO DE UNA VARIABLE - DERIVADAS

CONCEPTO DE DERIVADA

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.
INTERPRETACION GEOMETRICA.

DEFINICION:
Derivada de una funcién f(x) en un punto x=a, y se representa

f'(a) =Df(a)= %(a). al siguiente limite (si existe):

f'(a) = lim f(x) - (@) _ lim f(a + h) - f(a)
s X =4 Bl h

DEFINICION GEOMETRICA:

El conjunto de funciones reales de variable real es tan amplio que es
practicamente imposible encontrar propiedades generales para todas. Si nos
restringimos a las funciones continuas ya pueden establecerse algunas
propiedades importantes como los teoremas de Bolzano y de Weierstrass. Pero en
las funciones continuas todavia se plantean muchos problemas como puede ser la
determinacién de la recta tangente en un punto de la grafica. Con la definicién
intuitiva de que la tangente es la recta que toca a la curva sélo en ese punto la
recta de la primera figura no seria tangente, mientras que en las otras figuras
habria varias tangentes (alguna bastante extrafia) en un mismo punto.

Enriquez (): "Céloulo diferencial o Integral™, Limusa, Trillas.
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Lo cierto es que esa definicidn intuitiva sdlo es vélida para la circunferencia y

curvas similares: cerradas y convexas (“sin baches”). Para el caso general hace
falta una nueva definiciébn que sea vilida siempre y que corresponda a la idea
intuitiva en los casos en que ésta pueda aplicarse. Y esa definicion es la siguiente:

“La recta tangente a una curva en un punto P(a, f(a)) es la posicién limite hacia la
que tienden las rectas secantes que pasan por ese punto P y por ofro punto Q de
la curva, cuando el segundo punio Q se acerca a P".

i 0

fia)

Enriquez (): "Calculo diferencial e Integral”. Limusa, Trillas.

Para poder hallar la ecuacién de esa recta tangente en el punto de coordenadas
A(a, f(a)), si la escribimos en forma punto-pendiente:

y - f(a) = m(x-a)

necesitamos saber el valor de la pendiente m.
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Para ello, si tenemos en cuenta que la recta tangente es la posicién limite de las
secantes, entonces su pendiente serd el limite de las pendientes de las secantes,
con lo que:

Enriquez (): "Calculo diferencial @ Integral®, Limusa, Trillas.

m; =tg 1=£(§ih)‘ﬂg)
h

my :tg 2=ﬂ§im -t@
h

Cuando esa situacién la llevemos al limite, es decir, cuando acerquemos P hacia
A, tendremos:

PUNTO PUNTO RECTA ANGULO PEND IENTE
FUO VARIABLE
A A tangente a m=tg .~ lim fla+h) ~ f(a)=f"(a)
ho h
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DEFINICION FiSICA:
El calculo de derivadas o calculo diferencial surge en el siglo XVIl al tratar de
resolver una serie de problemas que aparecian en las Matematicas y en la Fisica,

como son (entre otros):

- la definicién de velocidad
- la determinacién de la recta tangente a una curva en un punto dado.
- el calculo de los valores maximos y minimos que alcanza una funcion.

En estos y otros problemas similares de lo que se trata, en el fondo, es de
estudiar, de medir y cuantificar, la variacién de un determinado fenémeno, la
rapidez con que se produce un cambio,

La tasa de variacion media, o cociente incremental, nos da una primera idea de la
rapidez con que varia un fenédmenc en un intervalo determinado. Se define como

el cociente:

vMa,b]= )= T&) _ ) - fixo) _ fx, + 1) - fx,) | fx+ &%) - fx) _ Ay

b-a X = Xg h Ax Ax
es decir, nos dice cuanto variaria la funcién por cada unidad de variacién de la
variable independiente dentro del intervalo considerado suponiendo que esa
variacién fuese uniforme en todo el intervalo.

es decir, nos dice cuanto variaria la funcién por cada unidad de variacién de la
variable independiente dentro del intervalo considerado suponiendo que esa
variacién fuese uniforme en todo el intervalo.

La tasa de variacion media coincide, evidentemente, con el valor de la pendiente
de la recta que une los puntos de coordenadas (xa, f(xs)) y (xa + h, f(xo + h)).
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L ) % sl pendicrac de PP
Enriquexz (): "Calculo diferencial @ integral™. Limusa, Trillas.

El valor obtenido al calcular la tasa de variacion media de una funcién en un
intervalo determinado no quiere decir que en todo el intervalo se haya mantenido
ese porcentaje de variacion; de hecho, no suele ser asi. Ademas, lo que interesa
normalmente es saber lo que ocurre en un punto determinado: la velocidad en un
instante dado, la trayectoria que seguird un disco al ser lanzado, el punto en que
un proyectil alcanza su méxima altura, etc.

Por tanto, el problema es estudiar la variacién instantéanea (de la funcién en un
punto determinado X, Para ello lo que haremos sera estudiar su variacion en
intervalos [xs, x] (0 [x, Xp]) cada vez mas pequefios haciendo que x se aproxime a
xe. En el momento en que x coincida con x; la tasa de variacibn media se
convertird en la tasa de variacidon instantdnea que es lo que realmente nos
interesa.

Pero el problema es que en el cociente que define la T.V.M. al llegar a coincidir x
con x, el denominador valdria 0. Por ello se define la tasa de variacién instantanea
como:

TVI(x,) = lim fix, +h) - fix,) = lim fx) - fix,)
he0 h X, X X - x"

Y este limite es lo que hemos llamado derivada de la funcién f en el punto xs.
Por tanto la derivada puede interpretarse también como la tasa de variacién
instantdnea, es decir, como la razén de cambio instantdnea de una funcién.
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REGLAS DE DIFERENCIACION

Obtener la expresion de la funcién derivada de una funcién dada implica calcular
el limite que define a esa funcién derivada en un punto genérico usando la
expresién que define a la funcién original; es decir, calcular

y'=£(x) = lim fix+h) - f(x)

Pero calcular ese limite cada vez que deseemos obtener la derivada de una
funcién resulta bastante engorroso y, por ello, se obtienen (aunque no las
demostraremos) unas expresiones ¢ férmulas generales que permiten obtener
facilmente la derivada de cualquier funcién. Esas férmulas o reglas de derivacion

son las siguientes:

1. DERIVADA DE UNA FUNCION CONSTANTE:

Una funcién constante es siempre derivable y su derivada vale siempre 0.
fix)y=k = f(x)=0

2. DERIVADA DE LA FUNCION IDENTIDAD:
La funcién identidad es siempre derivable y su derivada vale siempre 1.
fxy=x = Fx)=1

3. DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIAL DE
EXPONENTE NATURAL:

La funcién potencial de exponente natural es siempre derivable y su derivada vale
fix)=x" = fX=nx"""

4. DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES:
Si dos funciones f y g son derivables la funcién suma f + g también es derivable y
su derivada es la suma de las derivadas.

(f+g) (x) =1 (x) +g" (x)
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5.DERIVADA DE UN PRODUCTO DE FUNCIONES:
Si dos funciones f y g son derivables la funcién producto f g también es derivable y
su derivada vale

(fg) (x)=1 (x)- g(x) + f(x) - g" (x)

Como caso particular tenemos que si una funcién f es derivable el producto de un
namero k por la funcién f también es derivable y su derivada vale

(k- )=k fx

En el caso de tres funciones seria:

{fg h)" (x) =" (x)-g(x)'hix) + f(x)-g" (x)"h(x) + f{x)-g(x)-h" (x)

y asl sucesivamente.

6. DERIVADA DE UN COCIENTE DE FUNCIONES:
Si dos funciones f y g son derivables, en los puntos en que la segunda sea distinta
de cero la funcién cociente también es derivable y su derivada vale

[E) () = F00°8) = )" (x)
8 leco

Como caso particular tenemos que si una funcidn g es derivable la funcién ! es
E

derivable en todos los puntos en que g sea distinta de cero y su derivada vale

B

7.DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIAL DE
EXPONENTE ENTERO NEGATIVO:
La funcién potencial de exponente entero negativo es siempre cerivable y su
derivada vale
f(x)=x" = f(x})=-n-x-""1
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8. DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMICA:
La funcién logaritmica f(x) = In (x), que sdlo estd definida para los nimeros
positivos, es siempre derivable y su derivada vale

f)=lnx = )=+
X

9.DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIAL DE

EXPONENTE REAL:
La funcién potencial de exponente real f(x) = x * es siempre derivable y su
derivada vale
fix)=x* = f{(x)=a-x*!

Como caso particular tenemos la derivada de la raiz n-ésima (que se deduciria
escribiéndola como potencia de exponente fraccionario y derivando):

) =Vx = @)=
n ¥x*

Y para la raiz cuadrada: f(x) =vx = f(x) = 2#
vx

10.DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMICA DE BASE a:
La funcién logaritmica de base un nimero real a (positivo y distinto de 1), que
esta definida sélo para nimeros positivos, es siempre derivable y su derivada vale

fix)=log,x => f'(x)= -l-log.c
X

x:Ina
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1 1.DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL DE BASE a:

La funcién exponencial de base un nimero real a (positivo y distinto de 1) es
siempre derivable y su derivada vale

flx)=a* =» f(X)=a"'lnas= .
log, e

Como caso particular podemos considerar la funcién exponencial de base el

ndmero e, que suele llamarse simplemente funcién exponencial, cuya derivada es
fix)=e* = f{(x)=e*
Esta es la Gnica funcién que coincide con su derivada.

12.DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS:

A . La funcién seno es siempre derivable y su derivada vale
fix)=senx =+ f (x)=cosx

B. La funcién coseno es siempre derivable y su derivada vale
fix)=cosx = f(x)=-senx

€. La funcién tangente es derivable siempre que exista y su derivada vale

fx)=tgx = f'(x)= mwsec’ x w14 1g’ x

cos’ x

10
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13.DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS:

A . La funcién arco seno, definida en [-1,1], es derivable en (-1,1) y su derivada
vale

f(x)=arcsenx => f'(x)=

I 3

MES &

B, La funcidn arco coseno, definida en [-1,1], es derivable en (-1,1) y su
derivada vale

fix)=arccosx => f'(x)= -r-l
\y’l-—xz

€. La funcién arco tangente es siempre derivable y su derivada vale

fix)=arctgx = f'(x)= L~
I+x°
14.DERIVADA DE UNA COMPOSICION DE FUNCIONES.
REGLA DE LA CADENA:

Dadas dos funciones f y g, si la funcién f es derivable en un punto x y la funcién
g es derivable en el punto f(x), la funcién compuesta gBf es derivable en el
punto x y su derivada vale
(g (x) = g" [f(x)] - " (x)
I
15.DERIVADA DE LA FUNCION RECIPROCA O INVERSA:

Si una funcién f es inyectiva y derivable, con derivada distinta de cero, la
funcién reciproca o inversa f - ' también es derivable y su derivada vale

)0~

11
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16.DERIVACION LOGARITMICA:
Es un método que permite calcular faciimente muchas derivadas y que
consiste en tomar logaritmos neperianos en los dos miembros de la funcion y

derivar a continuacién.

Ejemplo:
1, 1
y = xtex —y =cosx-Inx + —senx
X
Ln (y) = In (x*"7) y' = [cosx‘Inx + 1.%nx y
X
Ln(y)=senx-Inx y' = [cosx Inx + : senx fx<"
X

17.DERIVACION IMPLICITA:
Es un método que se emplea cuando resulta dificil escribir fa funcién a derivar

en la forma y = f(x).

Ejemplo:
2x-y?+3y=5
2y? +2yy"2x+ 3y’ =0

o
4xy + 3

12
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PENDIENTE DE LAS RECTAS TANGENTE
Y NORMAL A UNA CURVA

ECUACION DE LA RECTA TANGENTE A LA GRAFICA
DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

ECUACION DE LA RECTA NORMAL,
Como vimos en la interpretacién geométrica de la derivada, ésta es la pendiente

de la recta tangente a la funcién (realmente a la gréafica de la funcién) en el punto
de coordenadas P{a, f(a)). por lo que la ecuacién de la recta tangente sera:

|y = f(a) = f'(a).(x~a)|

NOTA: Para calcular la ecuacién de |a recta tangente utilizamos la ecuacion
de la recta en la forma punto-pendiente: Y-¥Y1=M.(X X3 )

La normal a una curva en un punto P(a, f(a)) es la perpendicular a la recta
tangente en dicho punto.

Si la pendiente de la tangente es m, = f'(a), la pendiente de la normal sera

m, = (ya que el producto de ambas debia ser -1) y la ecuacién de la

1
f'(a)
recta normal nos viene dada por:

y-f(a)--;'(;)-(x--)

Sif "(a) = 0, la recta tangente sera horizontal y de ecuacién y = f(a). En ese caso la
recta normal es vertical y de ecuacién x = a.

Kudriatsay, L. D. y otros (1092). “P, do anakisi A intograles. Series”. Mir Moscd

USAM | iiGving 13
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EJEMPLOS,

1. Hallar la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva dada por

f(x)=x" en el punto de abscisa x = 2.

Calculamos la derivada de la funcién dada en el punto que nos indican.

Aplicando la propia definicion tendremos:

fl(z)- i) ,-__;' AAAAAAAA Al h %ol h
2 2 3 2 2
-"m3.2 h+32h" +h < lim h(3.2°+32h+h )-lim(3.2:+3.2h+h:)-3.2: =12
& ool h koot h B0
En consecuencia, [(2)=12 = m, = f"(2)=12 y m, —

@ 12

Una vez que hemos obtenido las pendientes de las rectas tangente y normal a
la curva, podemos escribir sus ecuaciones, utilizando la ecuacidén de la recta en
la forma punto-pendiente:

Si tenemos en cuenta que el punto de tangencia tiene por coordenadas
(2, £(2)) = (2, 8), las ecuaciones de las rectas pedidas son:

Ecuacion de la recta tangente: y-8=12(x-2) = y=2x-16

49

Ecuacion de la recta normal: y-s---l!z»-(x-—Z) = y-—-l!i-x-r 5

14
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2. Dada la pardbola de ecuacién ym=x’-8x+12, hallar el punto donde la

tangente es paralela al eje de abscisas.

Calculamos la derivada de la funcién dada en un punto cualquiera x:

f«(x)-m!(nh:-f(x) _m((nh)z -8x+l}2')—(x: -8x+12) _

-lin(l’(x- +2xh+h -8x-8:+12)—(x‘—8x+12) _%th-o-:‘ -8h _

i M2x 4B -8)

=Hm(2x+h~8)=2x-8
2-o0 h a0

Como la tangente es paralela al eje de abscisas, las dos rectas tendran igual
pendiente: si tenemos en cuenta que la pendiente del eje de abscisas es igual

a cero. al iqualar la derivada a cero nos queda:

m=f{x)=0 = 2x-8=0 = x=4

Obtenida la abscisa del punto de tangencia, la ordenada correspondiente del
punto la obtenemos sustituyendo en la funcién:  f(4) =4" -84 +12 = -4

En consecuencia, el punto de tangencia tiene por coordenadas (4, -4).

15
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LA DERIVADA cdmo'uzbn DE cAmmb.

sn A - 1)
Ax

la variable dependiente (funcién) y la variaciéon experimentada por la variable

La expresi representa el cociente entre la variacion de

independiente, por este motivo se le denomina razén media de cambio de la
funcidn f(x), cuando se toma el limite a esta expresién en que Ax — 0, es decir
la derivada, se le denomina también razdn instantanea de cambio.

Este concepto se aplica también en cinematica al expresar la posicion de un
cuerpo con movimiento unidimensional en funcién del tiempo x = x(t), en tal
caso la razén instantanea de cambio de la posicién, corresponde al concepto
de rapidez instanténea.

v lim JEHA)-S(x) _ dx
Ac—D At dt

Para encontrar entonces la razén de cambio se debe determinar en primer
lugar la relacién entre las variables mediante una funcién y posteriormente
obtener su derivada.

EJEMPLO:

1. Encontrar la rapidez de variacién del volumen de un cubo con respecto a la
longitud de un lado.

SOLUCION:

Si la relacién entre el volumen de un cubo (V) y la longitud de uno de sus
aristas (a) es:

V=2a’ entonces obteniendo dV/da se tiene la variacién, estoes: V' = 3a?

16




CALCULO DE UNA VARIABLE - DERIVADAS

2. Un hombre de 1,8 metros de altura se encuentra cerca de un poste con su luz
encendida a 4 melros de altura, si el hombre se aleja del poste con una

rapidez de 0,5 m/s. ;Con que rapidez se alarga su sombra?

Sol: S _041 m/s
dt

3. Una escalera que tiene una longitud L (m) est4 apoyada en una pared, si su
punto de apoyo con el suelo resbala alejandose de ella con una rapidez de
0,6 m/s, ;Con que rapidez descendera el punto de apoyo en la pared cuando
el extremo en el piso esté a 1,5 m de la pared?

Sol.: : = 0,346 m/s




|. Halle la primera derivada de las siguientes funciones.

") = 12 ") = 3x-8)?
2'f(x) =x%+1 12'f(x) =4Q2x +7)?
3'f(X) = 3x2-5 13'f(x) — x_:
4. 14,

(x) = x* + 5x-9 2

flx) =x x ) = (%)
5, x 15.

f@ =5 f&) = =5
6. s 16. N

fl) == f(x) =+v3 - 2x
7.f(x) - 5§_22"‘ 17'f(x) = Y2x2-5x
8. 18.

fx) =Vx flx) =V7 —x
9. 19.

fl0) = 2vx-1 fx) = (xi)z
10. y— 20.

fl) = Vx21 fo) ==

II. Halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen el punto dado.

Funcion Punto de Funcidn Punto de
tangencia tangencia
1. FO) =22 43 (1,4) 4._2x3 (-3, 54)
2'f(x) = 2y 44 (-2, 16) 5.\/x_+2 (4,6)
3. (3,54) | 6. (-4,-1)
f(x) = 2x3 flx) = x_ig

IIl. Resuelva los siguientes problemas.
1. La altura h en el intante s de una moneda que se deja caer desde el techo de un
edificio, viene dada por h(s)=-16s*1350, con h medida en metros y s en segundos

(h'(s) = —32t)

a. Determine la velocidad media en el intervalo (1, 2]



b. Determine la velocidad instantanea paras=1y s = 2.
c. ¢, Cuanto tarda en llegar al suelo?
d. Halle la velocidad de la moneda al golpear en el suelo.

2. La velocidad de un automdvil que arranca del reposo esta dada por
100t €ON v medida en metros por segundo. Determine la aceleracion tras:
v(t) =
2t+15
a. 5 segundos
b. 10 segundos

c. 22 segundos

IV. Halle la tercera derivada de las siguientes funciones.

1'f(x) = 2x*-5x2 + 1 4'f(x) = Vx-2
2. d. 2
flo =2 fo = &1
3'f(x) = (x-2)(x*+ 1) 6'f(x) = x°-2x3 + 4x

V. Realice las siguientes derivaciones implicitas.

1'x3+y3=27 4 2 x%-9
YT Xeve
2. 5 5.
x%*+y? =16 Jxy = x-3y
3. 3






