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En el referente de pensamiento para el eje 4 estu-
diaremos las Transformadas de Laplace y las series de
potencias como herramientas muy Utiles en la solu-
cion de ecuaciones diferenciales de primer y segundo
orden.

En muchos escenarios de las aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales, la funcién R(x) es una fun-
cién continua por tramos, por ejemplo, el voltaje
aplicado a un circuito eléctrico; es dispendioso y
dificil tratar de resolver situaciones como esta. Sin
embargo, el estudio de la transformada de Laplace es
una herramienta muy util para resolverlas. Examina-
remos la definicion de la transformada de Laplace y la
transformada inversa de Laplace, las condiciones de
existencia suficientes para el operador de la Laplace,
L. Asi mismo, exploraremos la propiedad de lineali-
dad que permite resolver muchas transformadas de
Laplace sin recurrir al cdlculo de los limites al infinito.

Realizaremos también, un estudio detallado de las
series de potencias y la definicion de radio de conver-
gencia muy util para determinar si una serie converge
o no converge (diverge). Para establecer la conver-
gencia de una serie introducimos los conceptos de
prueba de la razon y prueba de la raiz. En secciones
anteriores hemos resuelto, principalmente, ecuacio-
nes diferenciales lineales de primer y segundo orden y
de orden superior, cuando en general, las ecuaciones
tenian coeficientes constantes. Pero en las aplica-
ciones en Ciencias e Ingenieria se evidencia que las
ecuaciones lineales de orden superior con coeficientes
variables tienen, en muchas ocasiones, mayor impor-
tancia. Nos centraremos en la solucién en series de
potencias de ecuaciones diferenciales de primer orden
como y'-x? y=0, y ecuaciones diferenciales lineales
sencillas de segundo orden con coeficientes variables
como y'-x? y=0, que no tiene soluciones elementales.

De acuerdo con nuestros propositos formativos,
en el eje de pensamiento 4, Propongamos, formu-
lamos la pregunta: ;Qué estrategia utilizar para
seleccionar métodos de solucién de las ecuaciones
diferenciales como las transformadas de Laplace
y las soluciones en series de potencias?



Transformadas de
Laplace y soluciones en
series de potencias de
ecuaciones diferenciales



Sea f(t) una funcién de t definida para t = 0. La transformada de Laplace de f(t)
denotada por L[f(t)] se define como:

o)

LIED] = F(s) = f &St dt.
0

En la definicion de la transformada de Laplace, inicialmente supondremos que el
pardmetro s es real, aunque resulta mds util considerar a s come un paréametro
complejo.

Se dice que la transformada de Laplace de F(t) existe, cuando la integral

j e SH(t)dt
0

converge para algun valor de s, de otra manera se dice que no converge.

En otras palabras, si podemos encontrar un valor para el limite
co
limy_, o, j e SH(t)dt
0

entonces decimos que la transformada de Laplace existe si y solo si, existe el limite
anterior.

La nueva definicidn para la transformada de Laplace nos queda

(o] (0]

e SH(D)dt = limy_, o f e SH(t)dt
0

LIF®] = F(s) = |

0
Usted ya debié advertir dos dificultades a las que posiblemente se enfrentara al
resolver transformadas de Laplace. De un lado, la presencia de limites en el infinito
requiere de un manejo adecuado de las propiedades de las operaciones con limites en
el infinito v las diversas formas en que éstos se presentardn en el transcurso de la
presente cartilla. De otro lado, nuevamente se enfrenta a la solucién de integrales por
lo que debe repasar los métodos de integracion vistos en cursos anteriores.

En los ejernplos que vienen, vamos a determinar la transformada de Laplace para dos
funciones elementales con el propdsito de lograr un manejo adecuado e introducirnos
en algunas propiedades importantes de la transformada de Laplace que facilitaran su
cdlculo para funciones un poco mds complicadas. Estas funciones son la funcion de
valor constante, f(t) = ¢, y la funcién idéntica, f(t) = t.

"Recordemos que si (1) esta definida cuando t=0, la integral impropia OWs, tftdt-limb—ce0Ws, tftdt.
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Ejemplo 1. Determine la transformada de Laplace para la funcién

f(t) = ¢, donde ¢ es una constante.

oo (0]

e Stc dt = climp_, o f e Stcdt =
0

Llc] = f e Stcdt = limb_,oof
0 0

. —st c 11 C_ 1 1
Llc] = climp_ |- o _gllmb—wo [@] - _ghmb—"” [es(b) RSO) it
0

c c c c
Llc] = —==limp 5[0 — 1] = —=limp_,[-1] = —=(-1) =-=
S s S S

En términos generales, cuando s > 0, el exponente —sb es negativo y e~ tiende a
‘ L : ‘ ‘ : © -st

cero cuando b tiende a infinito. Advierta que si s < 0, la integral limy_, fo e Stcdt es

divergente.

El operador L es una transformacion lineal
Sean L[f()] = F(s) = [,” e 'f(dt y L[g()] = G(s) = J; e S'g(t)dt.
Para una suma de funciones podemos escribir

fooo e Staf(t) + Bg(t)dt]dt = ocfooo e SH(t)dt + Bfooo e S'g(t)dt, siempre y cuando las dos
integrales converjan; entonces

Llaf(t) + Bg(D)] = aL[f(D)] + BL[g(D)] = aF(s) + BG(s).

Se afirma que el operador L es una transformacién lineal gracias a la propiedad
anterior.

Ejemplo 2. Determine la transformada de Laplace para la funcién

f(t) = t.

L[t] = f e St dt = limp_, o0 f e Sttdt =
0 0

Esta dltima integral se resuelve por el método de partes.
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—st

s entonces

. e—St e—St e—St 1 et
e Stdt =t|— - — dt = —t +—| eSldt=
s s s s

ot e—St 1 e—St te—St e—St
ettt = —t—+ |-

S
f _Sttdt te—St e—St
e = — ——

Seau=t =>du=dt dv=eSt=>v= —

Volviendo a la transformada de Laplace para f(t) =t nos queda

_ _etqb _ _<tb
et _ te”St 7St _ ste™St 4 ¢St
et dt = —limy o |——+ = —limp_ypp || =
0 0

oo

L[t] = limb_mf

2 2
0 S S

1 o . 1 1 b
L[t] = = limy o[t + DI} = = limy, . [; (st + 1)]0 -

L 1 1 1. sb+1
L[t] = —S—zhmbﬁm [eg (sb+1) — O (s(0) + 1)] = S—thbﬁm [1 ~—% ] N
Ll sb+1 L. . sb+1
L[t] = 5—2 llmb—mo [1 — eSb ] = 5_2 llmb_)ool — llmb_,oo [eT]

1 : b+1
L[t] = = [1 —limp_, 0 [SQT;”

- ;o . sb+1 . WA ,
El dltimo limite, limy_,o [e?], se puede resolver aplicando la regla de L'Hépital, asi:

li sb+1 = I S = I 1 —0 F

My, b | = My, ey Imp_, ) ntonces,
1
<2

Ll = 1-0== =

S

Muchos ejercicios de transformadas de Laplace pueden requerir el uso de la regla de
L'Hbpital, recordemos su definicién:
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Regla de L'Hopital

Sean /) y &) dos funciones continuas en [“-‘b], derivables en (@:0) y tales que sus

derivadas no se anulan simultdneamente en ningun punto del intervalo (a,b]_

Seq Yo €(a.b),
lim S () lim ACY)
i S(x)=8(x)=0 o existe el % 8'(Y)  entonces también existe el % &)y son
iguales.
fim fx) I S (%)

iox, 8(X) x5k, g&'(X)

Este resultado se aplica directamente a los casos

e

o | o

0.0
co
Teorema de existencia para el operador L.

Si f(t) es continua por tramos en el intervalo de numeros reales [0,00) y de orden
exponencial ¢ para cualquier t > T, entonces L[f(t)] existe para s > c.

Este teorema afirma que se requieren dos condiciones de suficiencia que garanticen la
existencia de L[f(¢)]:

° La funcién f(t), debe ser continua por tramaos en el intervalo de nameros reales
[0, ).
° La funcién f(t) debe ser de orden exponencial.

La condicién uno exige la continuidad de f(t). Una funcidn es continua por tramos en
[0, ), si en cualguier intervalo 0 < a <t < b, existen, a lo sumo, una cantidad finita de
puntos, ty, k=1,2,--,n con ty_, <t en los cuales f(t) tiene discontinuidades finitas
y es continua en todo intervalo abierto tp_q < t < ty.

Orden exponencial. Se dice que una funcién f es de orden exponencial ¢ si existen
constantes M >0 y T > 0 tales que

If(t)| < Me® paratodo t > T.
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Si f es una funcién creciente, la condicion |f(t)| < Me® para todo t > T significa que
la grafica de f en el intervalo [0,00) no crece con mds rapidez que la grdfica de la
funcién exponencial Me®t donde la constante ¢ es un valor positivo.

Por ejemplo, las funciones

f(@) =2t g(t) = e % h(t) = 4sint

son de orden exponencial con ¢ = 1, ya que

lt| <e”t, le7f| <ef,

|4sint| < 4et.

La funcidn e no es de orden exponencial porque su grafica crece mdas rdpido que
cualguier potencia lineal positiva de la funcién exponencial, e, en 0 < c < t.

Una potencia t™, con n € Z, siempre es de orden exponencial con ¢ > 0, porque

tTl
—| <M cuando t >T.

[t"| < Me‘t = -

Es interesante que usted demuestre que aplicando de manera reiterada la regla de
I'hépital, el limite

n

limi_,o es una cantidad finita para valores den = 1,2,3, ---.

ect

En el siguiente ejemplo deducimos una regla general que nos permitird determinar
transformadas de Laplace para funciones polinémicas de la forma t™.

Esta deduccién es importante porgue le permite analizar una forma Gtil para

k
. . .. . 1 t
generalizar el tratamiento con limites de la forma llmb—wo;(sn-(Tn)-

Ejemplo 3. Determine L[t"].

©o b
L[t"] = f e Stt"h dt = limb_mf e St dt =
0 0
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Aplicando de manera reiterada la integracién por partes, tenemos

b
limb_)oof e St dt
0

—st —st —st
= limy_eo lt“ <e_s ) — ngn1 ("’SZ ) + ()(n — 1)¢n2 (‘is3>

—st

—(Mm—-1Dm-2)"3 <e Z ) +o=(Wh -1 D (e::>
S S

st —st —st 1P
—(n—-1Dn-2)--(3)t? <§n_1> —nlt! <esn > —n! to(senﬂ)l =
0

b
L[t"] = limb_mf e St dt

0
= limy e (o) (%) N <nts i ) N <(n)(n_—si)t )
+ ((Tl)(n — D - Z)tn_B) 4. ((n)(n — 1) (4)t3>

54 Sn—2

' ((” — D -2 (3”2) ; ("!,fl> £ ff;'l)r
S S S 0

tk

‘ . , 1 .
Advierta que los limites de la forma llmb_,oog( ), con k # 0, son todos iguales

sn—(k-1)
a cero, por lo tanto, el unico limite valido, es decir, diferente de cero, es

] 1 n!
imy—cr( 55) |55] =

n! 1P

sn+1

n! [ 1 1
= ~ g [timo e Gy~ ) =

llmb_m F
0

gn+l [0-1] = gn+l

|

L[tn] = gn+1’
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Ejemplo 4. Determine L[e®].

oo b

b
Lle%] = f e Sted dt = limb_,oof
0 0

e Stedt dt = limb_mof eM=Stdt =
0

b
Lle*] = limb_)oof e@=9tqt,
0

Para resolver esta ultima integral, sea

du

(a—s)

u=(a—s)t=du=(a—s)dt=dt=

=

b

du 1 1
L[e®] = limb_)oof e(@=9tqt = f [eu = et = e(@=9)t —
0 (a—s)l a-s a—s

Reemplazando nos queda

b 1

—S

e(a—s)t

L[e*] = limb_mf

e(a—S)tdt = llmb—)oo “
0 a

a—s

Lloat] — ’ 1" 1 ’ 1 1
e = =5 timo—eo | oGt = s o G~ gm0 =
o] = ——[tmy o iy = D] = s [0 - D] = - = —
e™| = iMp_,00(——== — =——I/(0 — =— =
a—s b e(s-ab a—s a—s s-—a
1
L[e%] = .
[e®] = —

bl 1 I [l _(S_a)tlb] R
= imy_ o |le
0 b 0
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Ejemplo 5. Determine L[cosat].

o)

L[cosat] =f e Stcosat dt.
0

Considerando la férmula de Euler,
el® = cos@ + Jsin — 0,

Como e™/9 = e/ = cos(—0) + Jsin(—0), y considerando que la funcién seno es una
funcion impar vy la funcién coseno es una funcidn par, aplicando estas propiedades nos
queda que e /9 = /9 = cos(0) + Jsin(8), por consiguiente,

e/? +e71% = cos(0) + Jsin(8) + cos(8) — Jsin(8) =

0 -70 e]9+e_]9 . .
el + e = 2cos(0) = cos(0) = — Y trasladande a las variables de la integral,

Jat ,—Jjat
cos(at) = (%)
De manera similar,

el? — e 1% = cos(0) + Jsin(0) — cos(0) + Jsin(6) =

J6_g-16
el 4+ e/ = 2Jsin(0) = sin(0) = F—=——

2]
Jat_ ,—Jat
sin(at) = (%)

, v trasladando a las variables de la integral,

Por lo tanto, aplicando las igualdades obtenidas, [~ e Stcosat dt nos queda

(o]
0
. b _ . b _o eldtye-Jat

limp_, o fo e Stcosat dt = lim,_,« fo e St(f) dt =

eJat—st p—Jjat—st

limy—e [ ( ) dt =

2

b 1 b b
limb_mf e Stcosat dt = ll'mb—moz limb_,oof (et dt + limb_)oof (e~Jat=sty d¢
=

b b

eUa 9t dt + limy_ e f
0

b
]ﬁ
0

b
1
limb_,oof e Stcosat dt = limp_, o 2 [limb_,oof e—Ua-s)t dtl
0 0
=

e(]a—s)t b

—(s+Ja)

e_(]a_s)t

—(s—Ja)

+ limb_)oo
0

L[cosat] = 3 [limb_,oo
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elUa=s)t  ,-(a-s)t b
+
(s+Jja)  (s—Ja)|,

1
L[cosat] = — 5 [limb_)oo

_ 1 I (s —Ja)eUa=9t 4 (s + Ja)e~Ua-9)t N b

= > My_, 0 (SZ T aZ) 0

_ 1 1 ” (s+Jja)  (s—Ja)|’
E[(sz + a?) HMp—co el—Jja)t T gls+ja)t . =

i1 1 . (s+ja) (s—Ja)\ ((s+]a) (s—Ja)
Llcosat] = = [m] LM —cn Ke(s—m)b + e(s+]a)b> _< + )l =

e(s—]a)o e(s+]a)0

1 1
L[Cosat]=—§[m][ ~(s+jats—Jjo)]= 2[(5 +a2)]
L[cosat] = ﬁ

El siguiente ejemplo ilustra la forrma de encontrar la transformada de Laplace para la

funcién sinat. Algunas etapas del procedimiento requieren repasar los pasos del
ejemplo anterior.

Ejemplo 6. Determine L[sinat].

(o]
L[sinat] =J e Stsinat dt.
0

Con informacién deducida en el ejemplo 4, escribimos la funcién seno en términos de
las exponenciales el® y e/t

. e]at_e—]at
sin(at) = (T) entences,

b b elat _ p-Jat
L[sinat] = limb_)oof e Stsinat dt = limb_,ooj e st <T> dt
0 0

b e]at—st _ e—]at—st
=lim _,oof < >dt
b o 2]

b b
llmb_,oo eUa=9tge — limb_,oof e-Uat)tge| =
2] 0

b b
1 llmb_wof e~ (IOt — limb_,oof e-Ua+stge| =
2/ 0 0
1 p-(s—Ja)t b o (s+ia)t b 1 p-(stja)t  p-(s—ja)t b
—|limp_ o |—————| —limp_ o |[————— limy_ o — =
2| ==, e =l | 2| T (e G-Ja),
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(s —Ja)e=6HA — (s + Ja)e~ (/D¢
(s2+a?)
b
0]

Lisinat] — 1 1 (s—Ja) (s+]a) (s—Ja) (s+]a)
[sinat] = ﬁ[(sz n aZ)] oAb oG—Jab | B

e(s+ja)o e(s—Jja)o
_ 1 1 (s—Ja) (s+]a)
L[sinat] = Z[(sz - az)] [<6(5+]a)b - e(s—]a)b) —(s—Ja—(s +]a))l =

I3

— 1 li
—2] Mp_00

(s—Ja) (s+ja)

e(s+]a)t - e(s—]a)t

S [umb%

Reemplazando nos queda

L[sinat] = %[ﬁ] [(0)—(s—Ja—s—]Ja))]=
] 1 1 5 _ a
L[sinat] = Z[m] (2Ja) = m =
Lsinat] = ——
[smat] = m

Ejemplo 7. Determine las transformadas de Laplace para las funciones seno y coseno
hiperbdlicos.

Primero vamos a caleular la transformada de Laplace para f(t) = cosh(at).

[0}

L[cosh(at)] =f e Stcosh(at) dt.

0

Por definicidn de las funciones seno y coseno hiperbdlicos sabemos que

eX—e™*
2

eX+e™*

cosh(x) = , y sinh(x) =

Al reemplazar en la transformada nos queda

0o eat + e—at b eat—st + e—at—st
L[cosh(at)] = j e St—— dt = limb_woj dt =
0 2 0 2
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. b e(a—s)t + e—(a+s)t
L[cosh(at)] = llmb_)oof 5 dt

1 0 b b

= —llimb_mf el@tge 4 limb_mof e‘(“+s)tdtl
2 0 0
1 b b

= Ellimb_’wf e~ (-Dtge 4 limb_)oof e_(”a)tdtl =

0 0

b b

e@tdt + limy e J

e—(a+s)tdtl —
0

1
L[cosh(at)] = > Ilimb_,oof
0

’ e—(s—a)t b i e—(s+a)t b 1 ’ e—(s—a)t N e—(s+a)t b
S1HPMp—so [—F T~ Mp o |— < = —=|liMp =
2 b —(s—a)0 b —(s+a)0 2 b (s—a) (s+a)0
- b
1 .y (s + a)e 6Vt 4 (s — q)e~FaX
—=|limp_— o =
2 b (s2—a?) o

S+a S—a
e(s—a)t + e(s+a)t

J

B 1 _ s+a s—a s+a s—a
L{cosh(at)] = —mllmb—wo [(e(s_a)b + e(s+a)b) B (e(s—a)O T e(s+a)o>] =

Llcosh(at)] = —ﬁ llimb_,oo

Reemplazando los limites de integracién nos queda

1 . st+a s—a
Llcosh(at)] = —mllmb_,m [(e(s_a)b + e(s+a)b> —(s+a+(s— a))] =

Llcosh(at)] == — 2(52—1_a2)limb_m[(0) —(s+a+s—a)]=
1 1 S
L[cosh(at)] = —E [m] (—ZS) = m =
L[cosh(at)] =

(s? —a?)

Con un procedimiento similar al anterior calculemos la transformada de Laplace para
la funcidn seno hiperbdlico, con lo que daremos por sentado algunos pasos del proceso
anterior.

o)

L[sin(at)] =J e Stsin(at) dt.
0
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eX_p~X

Sabemos que sinh(x) = . Entonces,
00 eat _ e—at b eat—st _ e—at—st
L[sin(at)] = f e St—— dt = limb_)oof dt =
0 2 0 2
b e(a—s)t _ e—(a+s)t
L[sin(at)] = limb_mf > dt
1 0 b b
=— llimb_)00 f e @9t — lim,_, o, f e_(‘”s)tdtl
2 0 0

1 b

b
= Ellimb_’mf e~ (—tge — limb_moj e‘(”“)tdtl =
0 0

b

1 b
L[sin(at)] = E[limb_’m_l- el@tge — limb_)oof e_(‘”s)tdtl =
0 0

.’ e—(s—a)t b ’ e—(s+a)t b B 1 ’ e—(s—a)t e—(s+a)t b B
2|/ T — q) . M=o | — (1 a) J 2 M=o (70 ~ 5+ a) o
1] (s 4+ a)e G-t _ (s — g)e~ G+t g
- |l —00 =
2 [T (s2 —a?) 0

s+a S—a
e(s—a)t - e(s+a)t

J

1
L[sin(at)] = - m llimb_mo

Reemplazando los limites de integracién nos queda

. _ . s+a s—a s+a s—a
L[sin(at)] = —mllmb—m [(e(s_a)b o e(s+a)b> o (e(s—a)o N e(s+a)0>] =

] 1 ] s+a s—a
L[sin(at)] = —mllml,_,oo [(e(s_a)b - e(s+a)b) —(s+a—-(s— a))] =

L[sin(at)] == —mlimb_)w[(O) —(s+a—-s+a)]=
1 1
L[sin(at)] = —E [m] (—Za) = ﬁ =
a
L[sin(at)] = (sZ——aZ)
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Ejemplo 8.
Determine L[te®].

. b _ . b _
L[te®] = fooo e Stte® dt = limpy_,o fo te® st dt = limy_, o fo te(@ 9t dt. Para resoclver

esta Ultima integral usaremos el método de integracidon por partes.

Sea u=t =du
¢ e(a—s)t
=dt, dv=e@ gt == —— entonces

a—s

e(a—s)t e(a—s)t e(a—s)t 1
f te@ 9t gt =t —f
a—s a—s a—s

dt =t - f ela=tgr —

(a-9s)t e(a—s)t

te@ Nt gt =t - :
f ¢ a—s (a—-s)?

Reemplazando tenemos,

b e(a—s)t e(a—s)t

t

L[te®] = limb_mf
0

b
a—s _(a—s)z 0]

te@ 9t dt = limy,_, o, [

(a _ S)te(a—s)t _ e(a—s)t b
= limp_,o
my (a — S)Z .
1 b
R _ —(s—a)t _ ,—(s—a)t
@—3)7? limy_, o [|(a s)te e |0] =

B 1 ) (a—s)b 1 (a—s)0 1
- (a _ S)Z llmb_"’o e(s—a)b - e(a—s)b - e(s—a)O - e(a—s)O =

1 1
L[te®] = a—s)" [(0-0)—-(-D]= a—s)" =

1
L[teat] = m S > a.
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Ejemplo 9. Determine L[t?e%].

b
L[t?e%] =f e Stt2edt dt = limb_)oof t2e® st dt = limb_mf tZed®=st dt.

0 0 0

Para resolver esta Ultima integral usaremos el método de integracién por partes

aplicado dos veces sucesivas.

Sea u=t? = du=2tdt, dv=e@Ddt = v =

[ te@9tgr =1t By 2 e
a—s

2tdt =t
la resolvimos en el ejernplo anterior y nos quedd

a—s a—s
(a-s)t (a-s)t

(a-s)t — te _e

| te dt = =~ o7

b

o)

(a—s)t
P entonces

se (a-s)t

- ﬁf te(@=9)tdt. Esta ultima integral

Volviendo a la integral inicial nos queda

e(a—s)t 2

f t2e st dt = t? — f te @ tdr =
a—s a—s

e(a—s)t 2 te(a—s)t e(a—s)t

(a—s) (a—92|

.]_ tZeat—st dt — t2

a—s a—s

e(a—s)t zte(a—s)t ze(a—s)t

a—s (a—s)? +(a—s)3:

f tZeat—st dt —_ t2

b , e(a—s)t Zte(a—s)t Ze(a—s)t

t

L[t?e%] = limb_,oof

0 a—s_(a—s)2+(a—s)3

b
]:
0

b
0

t2e® st dt = limp_, o [

(a — 5)%t2e(@ 9t _ 2(g — s)te(@9)t 4 2ela=—9t
(a—s)3

L[t?e®] = lim,_, o [

1 b
: _ N242,—-(s—a)t _ _ —(s—a)t —(s—a)t —
CEE limp_eo [|(a s)%t2e 2(a — s)te + 2e |0]
.y 1(a —$)2t2  2(a—s)t 2 B
(a—>s)3 Mp— oo e(s—a)t - e(s—a)t e(s—a)t . -
1 , [((a —5)?b? 2(a—s)b 2
(a _ 5)3 llmb_"’o _ e(s—a)b - e(s—a)b e(s—a)b
(a —15)?0% 2(a—s)0 2
T\ TeGman T T oGmo0 T gG-an )| T
_t [(0-04+0)—(0—-0+2)] 2 2
— — — = — = —t
(a—s)3 (@a=s)32 (s—a)d
2
2 —
L[t eat] = m S > a.
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Unas funciones muy especiales en matemdticas se relacionan con fendmenos que
suceden teniendo en cuenta diferentes intervalos del dominio de definicidn, estas
funciones se llaman funciones a trozos {o funciones por tramos). Para resolver
transformadas de este tipo de funciones, generalmente por cada funciéon se resuelve
una integral cuidando los limites de integracidn.

Ejemplo 10. Transformada de una funcién por tramos.

Determine L[f(t)], si

f)={0 si0<t<32 sit=>3}

o) b

LIf(®)] =f0 e Stf(t) dt = lim”_’“’jo eStf(t) dt

Como f(t) estd definida por dos tramos, debemos expresar L[f(t)] como la suma de
dos integrales

b

[ee]

3
LIf(®)] = limb_mf eStf(t) dt = limy_,o U eSt(0) dt +J est(2) dtl =
0 3

0

e~St o
— l = —=limp_[le™|3] =
—S 3 S

LIf(®)] = limp_o [0 + ZJ- e“dtl = 2limp_,o I
3

A= 2 5)- G- - () -

LIf (@]

2
LIfF (O] = =< limp—eo [

5635

LIf®]=LIft) ={0 si0<t<32 sit>31}] =

En el siguiente ejercicio resolvemos la transformada de Laplace para la funcién
f(t) = sin?t. En la solucion, ya no usaremos el cdlculo de los limites, mas bien usamos
resultados anteriores. Muchos ejercicios se resuelven de esta manera.
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Ejemplo 11. Propiedad de linealidad del operador L.

Determine L[sin?t].

Como f(t) = sin’t = sin?t = 1 — cos?t = (sin?t + cos?t) — cos’t =

sin?t = —(cos?t — sin®t) + cos?t = —cos2t + 1 — sin’t =
. . 1 — cos2t
2sin’t = 1 — cos2t = sin’t = —
[*) b b
1 —cos2t
L[sin?t] = f e Stsin?t dt = limb_mf e Stsin?t dt = limb—)oof e—St [T] dt
0 0 0
1 cos2t 1
L[sin?t] =L 5T ] = EL[l — cos2t].

De los ejemplos 1y 5 sabemos que

L[c] =§ y Llcosat] = (Sziaz). Entonces,

1 B 1 _ 111 S
EL[l — cos2t| = 5 [L(1) — L(cos2t)] = 5 [E - (Sz_l_—zz)] =

L{sin?t] 1[s? +4 —s? 2
— — = ==
s 2| s(s?+22) s(s? + 22)

2

L[sin®*t] = ——=.
[sin”t] s(s? + 22)

Es datil resurnir en la tabla 1 algunos resultados importantes de las transformadas de
Laplace en secciones anteriores, algunas deducidas y otras para que el estudiante las
compruebe.
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F(s)

f(@®)
FO) =c L[t]=F(s)=§ s> 0
1
f@ =t Lt =F(s) =5
f@© =tm Llt"] = F(s) = Snil
f(&)=e Lle®] = F(s) = ——
f(t) = cosat L[cosat] = F(s) = (szj-—az)
f(t) = sinat L[sinat] = F(s) = ﬁ
f(t) = tet L[te®] = F(s) = (a—;s)z s > a.
f(t) =t2ed L[t%e*] = 2 s>a
(s—a)? '

f(t) = sinhat

L[sinhat] = F(s) = (s%“az)

f(t) = coshat

L[coshat] = F(s) = ﬁ

Tabla 1. Transformadas de Laplace de algunas funcicnes bdsicas.
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Transformada inversa de Laplace

En todos los ejemnplos que revisamos en las secciones anteriores, nuestro propdsito fue
transformar una funcién f(t) en otra funcién F(s) utilizando la integral

fom e Stf(t)dt.

Lo expresamos diciendo que

LIf®)] = F(s).

Varmos ahora a devolvernos en el proceso, es decir, si se conoce la funcién F(s), se
trata de encontrar la funcién f(t). Se trata de invertir el problema, es decir, dada F(s),
determinar f(t) que corresponde a la transformacién.

La nueva notacidn para la transformada inversa de Laplace es
f@®© =LHF(s)]
que indica que f(t) es la transformada inversa de F(s).

A partir de la tabla 1, podermos escribir las transformadas inversas de las funciones que
aparecen alli. En la tabla 2 aparecen algunas transformadas inversas de Laplace.
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f@© = L7HF(s)]

c
c=L‘1[—] s>0
S

. I1
=17 []
1‘n!
n_ -—
t" =1 _Sn+1]

eat:L—l_ 1 ]

s —a

s
cosat = L7 |[———
[(s2 + a?)]

a
sinat = L™ |[———
[(s%2 4+ a?)]

te® =71 ; s>a
(a—s)? '

2
tzeat = L_l [(s——a)3] s>a.

T a
sinhat = L™ |——
' [(s2 — a?)]

s
coshat = L™ |——
[(s2 — a?)|

Tabla 2. Transformadas inversas de Laplace de algunas funcioncs bdsicas
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|||| Lectura recomendada

Ecuaciones diferenciales
Garcia, A.y Reich, D.
Pd&ginas 163 a 176.

El operador L™! es una transformacion lineal.

Ya que el operador L es una transformacion lineal, podemos suponer, que su operador
inverso, L™, también debe ser una transformacién lineal.

Sia y B son valores constantes,
L~ [aF(s) + BG(s)] = aL™'[F(s)] + BLT[G(s)]

Donde F y G son las transformadas de las funcicnes f y g respectivamente.

@ Instruccion

Le invitamos a resolver la primera parte de la actividad de aprendizaje prdctica.

Ejemplo 12. Evalde L1 [514]

n!
], es la cdecuada para evaluar esta

Al revisar la tabla 2, la expresién t" = L1 [ —
S

transformada inversa.

n!

‘ 1 ,
Debemos ajustar la expresién = @ esta otra, [ ] paran = 3, asi:

snt+i1

1 1 3! 1
1| | = .12 = 243
L [54] 3! L [s‘*] 6t'
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Ejemplo 13. Evallde L™ [2+16]

Al revisar la tabla 2, la expresion sinat = L™t [ es la adecuada para evaluar esta

a
(s2+a?2)l’
transformada inversa.

a 4
a esta otra, ———, para a = 4, asi:

) . 1
Debermos ajustar la expresion
: P sZ+16 ' (s2+a?)

-1 - | =Z.7"1 -
g [sz n 16] 4 [sz m 16] st

Ss+4]
249

Ejemplo 14. Evalte L1 [

‘1[55+4=>L‘1[ 5s 4 ]

s24+9 s24+9  s2+9]

Debernos aplicar la propiedad de linealidad para la transformada inversa de Laplace y
las expresiones de la tabla 2:

sinat = L™ [
(s

Taz)] cosat = L™ [ Gs

)

Al hacerlo, nos queda

_1[55+4 _ L_l[

4
219 = 5cos3t + §cos3t.

4517
s2 + 9] 3 s2+9
Fracciones parciales para el operador L1,

En sus cursos de Cdlculo usted ha estudiado el método de descomposicion en
fracciones parciales para expresiones que contienen por ejemplo, factores lineales
distintos, factores lineales repetidos y expresiones cuadrdticas con o sin factores
reales, por ejemplo:

1 s—1 5s—1
(s=3)(s+2)(s—1) s2(s=2)3 s3(s+4)%

En el ejemplo que sigue repasaremos uno de estos casos para resaltar su importancia
al evaluar transformadas inversas de Laplace.
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Ejemplo 14.

, -1 1
Evalde L [(s+3)(s—5)(s—z)]'

La descomposicién en fracciones parciales para la expresian incluye las

(s-3)(s+2)(s-1)’
tres constantes 4, B y C, tales que
1 A B C
= + =+ .
(s+3)(s—=5G—-2) (s+3) (s—=5 (-2)

Al comparar los coeficientes de las potencias en ambos lados de la iqualdad vy efectuar
operaciones algebraicas nos resulta un sisterma de tres ecuaciones con tres variables

A ByC.

1 _A(s—=5)(s—2) B(s+3)(s—2) C(s+3)(s—5)
(s+3)(s=5)(s—2) (s +3) + (s—5) + (s —2) B

As? —7sA + 104 + Bs? + sB — 6B + Cs? — 2sC — 15¢ =

(A+B+C)s?>+ (=7A+ B —2C)s + (104 — 6B — 15C).

Los coeficientes correspondientes para s%, s y el término independientes son
respectivarmente 0,0 y 1. Entonces nos queda el sistema 3x3:

{A+B+C=0—-744+B—-2C=010A—-6B—-15C =1}

1 1 1 . .
Al resolverlo abtenemos A =0 B = C = - Entonces las fracciones parciales

quedan de la siguiente manera:

(s+3)(s=5(6—-2) (s+3) (-5 (-2

e - SIEri o 5 ; 50+ i G = 51 1 e - 2)

1 1 1
— __ 5,3t o5t _ _— 2t
] 20¢ T3¢ T

Lt !
[(s +3)(s—=5)(s—2)
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Soluciones en series de potencias de ecuaciones diferenciales

Series de potencias.

Una serie de potencias en x —a es una serie de la forma Yr, ax(x —a)* =ay +
a(x—a)+a,(x—a)+az;(x—a)®+- ().

La serie (1} se denomina serie de Taylor o desarrollo de potencias en un entorno de
X = a. Aungue en algunos casos x sea igual a a, es decir, x = a, por conveniencia
tormamos siempre que (x —a)? = 1.

Sien la serie de Taylor, a = 0, la nueva serie
(oe]
k _ 2 3
Z apx® =ay+ a;x + a,x* +azx®> + - (2).

k=0

se denomina serie de Maclaurin o desarrollo en series de potencias alrededor del
origen.

Radio de convergencia:

Para cada serie de potencias

o0}

>k -ak,

k=0
hay un ndmero R = 0, que puede ser infinito, tal que:

1. Si |x — al <R, entonces la serie converge.

2. Si |x — al > R, entonces la serie diverge {no converge).

Este nimero R se llarma radio de convergencia de la serie de potencias.

Para determinar el radio de convergencia de la serie de potencias

co

> @ -yt

k=0

podermos emplear dos formas de hacerlo: la prueba de la razén y la prueba de la raiz.
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Prueba de la razoén.

Prueba de la raiz.

ak+1‘_

limk_,oo
ag

1
limk_)oo |ak |E =1L

Luego determinamos R del modo siguiente:

1. Si L = oo, entonces R = 0. La serie converge dnicamente para x = a.

2. SiL =0, entonces R = oo. La serie converge para todo x.

‘ : 1
3. Si se obtiene otro resultado entonces R = -

Ejemplo 15. Hallar el radio de la convergencia de la serie de potencias

> (%)

k=0

Aplicamos la prueba de la razén de la siguiente manera:

limk_m |

ak+1

ag

= limk_wo [

1
~3

| = limk_m

2(k+1)

2k

3 Mo [Zk

1
Como L = p

2(k + 1)

Y ] 2(k+1) [ 3k
—r || T limy e ok 3(k+1)

3K
I B 2(k + 1]
(3k-(k 1))] = limy,_,o, [W

1.
=—limp_[1] + —lek_,oo [k]

Mo [2122; 2)]

1
3"
2 1
2kl 3 3

ak+1| 1
3

limk_)oo
ag

= R = R =3.

=1
I

wir| -

entonces R =
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Intervalo de convergencia de la serie de potencias.

El conjunto de todos los valores de x para los cuales una serie de potencias dada es
convergente se llama intervalo de convergencia de la serie de potencias.

Ejemplo 16. Obtener el intervalo de convergencia de la serie de potencias

oo

2. (i)

Primero determinamos el grado de convergencia aplicando la prueba de la razén de la

siguiente manera:
k2%
(k + 1)2k+1

k
= limy_, o [m (Zk_(k"'l))] =

. ag +1
limy o |———
Ay

. (k+1)2k+1 .
= lim_o || —— || = im0

k2k

k 2k
k+ 1) \2G+D

k
[ ] 1, k| 1l' 11 1
(k + 1) Mg 00 (k+1) - 2 Mg 00 1 +% - 2

k

1( 1 ) 1
===
2\1+0 2

= limk_wo

limk_)ool

llmk—m . . 1
llmk_mol + llmk_mo Z

1
Como L = P entonces R =
Por lo tanto, la serie converge para |x| < 2 vy diverge para |x| > 2. Analicermnos lo que
ocurre cuando |x| = 2:

xk
Para x| = 2 tenemos Y-y (ﬁ) Dhe1 kzk = Yk=1 ;

Esta serie se llama la serie armdnica y por lo tanto diverge.

00 2" _ g 1
Para x| = =2 tenemos Y-, (kzk) Vet ek I Do

Esta serie se llama la serie alternada cuyos términos tienden a cero de modo que la
serie converge por lo tanto el intervalo de convergencia de la serie es [—2,2).
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Ejemplo 17. Obtener el intervalo de convergencia de la serie de potencias

>
-
o] (Ink)

Para hallar el radio de convergencia empleamos la prueba de la raiz:

pr— — | = - = — =0,
lmk_)oolakl Mk |(l k)k Mk [(l ) ]11( Mk Ink

Como L = 0 entonces R = o por lo tanto el intervalo de convergencia para esta serie
es (—oo, ).

Ejemplo 18. Obtener el intervalo de convergencia de la serie de potencias

(0]

>

k=1

Hallamos el radio de convergencia mediante la prueba de la razén asi:

1

’ |ak+1| . G| N\ _y ( k )2
Mg 00 a; =My kiz =Mk (k+ 1)2 Mk 0 k+ 1

2
=1’=1=

_ [limk% [

. Ay +1
Loy |

=1
ag

Coma Ll =1, entonces R = % = R=1.

Por lo tanto, la serie converge para [x — 3| < 1, es decir, si
-1<x-3<1=2<x<4.

Y diverge para [x — 3| > 1.

Analicemos lo que ocurre cuande |x| = 2:

(2-3)k _

Para x = 2 tenemos Y p—q 2 = D=1 (—1)kk_12 =.

Esta serie es alterna y absolutamente convergente.
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Para x = 4 tenemos

o (4-3DF o 1
Z k2 2 Kz
k=1 k=1

Esta serie es convergente, por lo tanto 2 y 4 son parte del intervalo de convergencia,
entonces el intervalo de convergencia es [2,4].

En general la prueba de la razén es muy Util cuando hay factoriales mientras que la
prueba de la raiz es mds Util cuando hay potencias.

Teorema de convergencia. Sila serie de potencias

z Cpx™

n=1

es una serie de potencias con un radio de convergencia R > 0, entonces la serie

(00
Z nC,x™ 1

n=0

también tiene a R como su radio de convergencia.

Teorema de diferenciacién de series de potencias. Sea la serie

Z Cpx™

n=0

una serie de potencias cuyo radio de convergencia es R > 0 entonces si f es la funcidn

definida por
f= Z Cpx™

n=0

Se garantiza lo existencia de la derivada de la funcidén f, denotada por f7, para
cualquier valor de x en el intervalo abierto (—R, R). Esta derivada estd dada por
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Teorema integracion de series de potencias. Sea la serie

Z Cpx™

n=0

una serie de potencias cuyo radio de convergencia es R > 0 entonces si f es la funcién

definida por
f= Z Cpx™

n=0
f es integrable en cualquier subintervalo cerrado de (=R, R) vy
x o
C
t)dt = Z —— e
,I; r® 4 1l
n=

Adernds, R es radio de convergencia de la serie resultante.

Soluciéon de ED de primer orden usando series de potencias.

En las unidades anteriores hermos estudiado diversos métodos para resolver ecuaciones
diferenciales de primer y sequndo orden. Por ejemplo, al evaluar la ecuacién diferencial
de primer orden

y —x*y=0 (1),

recordemos que se puede resolver por el método de variables separables estudiado en
la unidad |1,

La pregunta que surge en este momento es jes posible utilizar una serie de potencias
para resolver (137 ;Como hacerlo?

Efectivamente, podemos encontrar para (1), una sclucién de la forma

y = i Cx™  (2).

n=0

En otras palabras, la tarea consiste en determinar los coeficientes G, de esta serie que
resuelvan {1}.
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Empecemos por encontrar la derivada de (2} para luego sustituirla en (1}. Sabemos
que los primeros términos de la serie (2} son

o)

y = Z Cpx™ = Cy + Cix + Cpx? + C3x3 + -+
n=0

Si queremos derivar esta serie, es decir, calcular y’, entonces derivamos cada uno de
los términos de (2) de la siguiente manera:

y =0+ Cy+2C,x +3C3x? + -

Esta derivada se puede escribir como una serie de potencias, empezando enn = 1.
y = z NCyx™™L = Cy + 2C,x + 3C3x2 + -
n=1

Advierta que al derivar la serie Yn_, C,x", aplicamos la regla de derivacién de la
potencia de manera directa a la serie, pero cuidando que en la derivada partimaos
desden =1y nodesden =0.

y = z nC,x™1  (3).
n=1

Asi mismo, si guisiéramos determinar la segunda derivada, ¥, aplicamos nuevamente
la regla de derivacién de la potencia de manera directa a la serie {3) pero cuidando
que en la derivada partimos desden = 2 y no desden = 1.

oo

y’ = Z n(n —1)C,x"2,

n=2
Y de manera reiterada para las derivadas sucesivas.
Volvarmos a (1. Ahora debemos sustituir los términos de y y y" en (1).

y'—x2y=0:>z nCnx"‘l—xzz Cox"=0=

y, _ ny — Z nCnle—l _ Z Cnxn+2 =0.
n=1 n=0

El proposito ahora es poder expresar esas dos sumatorias en términos de una sola
sumatoria. Para hacerlo, utilizamos un procedimiento que se llama “enfasar”, que
consiste en gue todas las x comiencen en la misma potencia v que las sumatorias
inicien en los mismaos indices.
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Advierta que en la sumatoria

[0/0)
-1
z nCyx"+,

n=1

1 1_,1-1 _ ,0

al sustituir n por el valor inicial n =1, la potencia de x™* inicia en x"™ " =x =x",

mientras que en la sumatoria
(o8]
Z Cnxn+2 (4),

n=0

al sustituir n por el valor inicial n = 0, la potencia de x™*2 inicia en x™? = x%2% = x?, es
decir, las x inician en diferentes potencias. Adicionalmente la sumatoria en {3} inicia
desde n = 1, mientras que la sumatoria en (4} inicia desde n = 0. El propdsito es que
las dos sumatorias inicien desde el mismo valor.

El primer paso consiste en equilibrar las potencias de x. La idea es comenzar con la
sumatoria que contenga la menor potencia de x,en este caso la sumatoria (3).
Calculemos los tres primeros términos de esta serie:

[ee]

z nCpx™ 1 = (1)Cx" 1+ (2)Cox? 1 + Z nCx" ! =

n=1 n=3
z nCyx™ 1 =C; + 2C,x + Z nC,x" 1.
n=1 n=3

Volviendo a la ecuacidn diferencial inicial obtenemos

[ee] (o] (o] [ee]
y —x%y = Z nCpx™ 1 — Z Cpox™t2 =C; + 2C,x + z nCp,x™ 1 — z Cox™t2,
n=1 n=0 n=3 n=0

Ya superamos el problema inicial, es decir, ya logramos que las dos series cormiencen
con la misma potencia de x, es decir, x2.

Ahora debermos nivelar los coeficientes. Para hacerlo, voy a incluir un nuevo
coeficiente k, que me va a sustituir las potencias de x en cada una de las dos
sumatorias.

Para la primera sumatoria

oo

-1
Z nCpx"™+,

n=3

k =n—1, que es la potencia de x.

Ecuaciones diferenciales - eje 4 propongamos | 34



Para la sequnda sumatoria

(o]
Z C xn+2
n

n=0

k =n+ 2, que es la potencia de x.

Ya sospechard usted, que el propdsito es escribir los nuevos coeficientes en términos
de k, para lo cual, debemos despejar k para cada caso:

n=k+1 y n=k-2 Cuando n=3 =k =2, lo que indica gue ya superamos el
segundo inconveniente, es decir, las dos sumatorias comienzan desde k =2, con lo
que la expresion

C, + 2C,x + z Nyt — Z C,x"2,
n=3 n=0

Se transforma en

co (o]
C,+2C,x + Z (k + 1)Cpppx — z Crypi®.
De esta manera, (5) esta completamente enfasada, ya que las x comienzan desde g
misma potencia, x?, y ambas inician desde el mismo ndmero, k = 2.
Y ya podermos integrar las dos sumatorias en una sola; entonces {5) se transforma en
©o
C, + 2Cyx + Z (k + 1)Cpy1x® — Cp_px*,
k=2

factorizando x* nos queda

C; +2Cx + Z [(k 4+ 1)Chi1 — Crz]x®  (6).
k=2
Hemos llegado a una ecuacién que depende de los coeficientes Cy, Cy, Cyq, Cr—p, que
son precisamente los coeficientes que se deben determinar.

Es decir, cuando queremos resolver una ecuacién diferencial mediante series de
potencias, lus operaciones algebraicas se realizan con el objetivo de determinar estos
coeficientes.
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Para la ecuacion diferencial que nos convoca, y —x%y =0, todos los términos de lg
serie van a tener que depender de un solo coeficiente porque la ecuacion diferencial es
de primer orden‘. Para este caso, y para todos los problemas con series, debemos
generar una férmula de recurrencia para poder encontrar todos los €y, que a su vez
son los €, que habiamos asumido en la serie inicial (2).

Como la expresién (6} debe ser igual a cero, por la condicion de y” — x2y = 0, entonces
C, + 2C,x + Z [(k + 1)Crar — Crplxk =0,
k=2

obligu a que los coeficientes sean todos iguales a cero, es decir,
C,=C,=0, (k+1)Cxy1— Cr_p =0,conloque

Crk—2
Cks1 = Gt 1)

expresion que permitird encontrar todos los coeficientes €, a partir de uno solo.
Sabemos que k comienza desde k = 2, entonces busquemos algunos de ellos.

Ck—2 Cz—2 Co

Parak=2= Cpy1 =— = = C; =—.

k+1 (k+1) 2+1 2+1) 3 3

Ck—2 C3—2
—_— =

(k+1) 341 7 (3+1)

Para k =3 = (i1 = :>C4=%,comoC1=O=>C4=O.

Cr_ C
Parak=4= Chp1 = =22 = Cs =2 comoC, =0= Cs = 0.
(k+1) 5
Ck—2 C3 Co Co Co
Parak=5=7C == (C. == comoC; === C; = = —
k+1 ™ (k+1) 67 ¢’ 37 3 6 7 346 2432

Parak =6 = Cyyq = Cle=z $C7=%$,com064=0=67=0.

(k+1)
_ _ Ck— _GCs _ _
F’orok—7=>Ck+1—m:>C8—E:>,comoC5—O=>C8—O.
Ck—2 Ce Co Co
Parak=8=C =—— = (Co==comol=—= (g =——.
k+1 ™ (k+1) 97 o’ 6" 18 9 7 243433

Si analizamos la secuencia de los coeficientes, vemos que
C4=C5=C7=C8=0.

Esta cadena de resultados nos indica varias cosas. Cada dos coeficientes seguidos son
cero, con lo que

Cio = C11 = Ci3=C1y =--0.

? Recuerden que una ccuacion diferencial de primer orden tiene una solucion de la ferma y—kyl.
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Ademnds, los coeficientes Cg, Co, Cqp, Cys, -+, que son multiplos de 3, pueden encontrarse
a partir de

Co Co
C3_?C6_2*32.
Co
69_2*3*33'
Co
612_2*3*4*34

Estas expresiones nos estdn dando cierta ley para los coeficientes multiplos de 3
solamente, ya que los demds son cero, y sugiere el uso del factorial
Co

W= n=3,6912

La pregunta siguiente es cdmo escribir este hecho mediante una sumatoria. Habiamos
dicho que la solucién que buscamos es una serie de la forma

y = z Cox™ = Cy + Cyx + Cyx? + C3x3 + Cyx* + Csx® + Cex® + Cx7 + Cgx® + Cox®
" + Ciox™® + Cipx't + Cpx2 + - (7).
Pero los términos
C1x = Cyx? = Cyx* = Csx® = Cyx7 = Cgx® = Cypx1° + Cyxt = 0.

Entonces la expresion (/) se transforma en

[ee]
y = z Cox™ = Cy + C3x3 + Cex® + Cox® + Cipx% + -+ =
n=0

N Co Co Co Co
_ n _ ~9 .3 6 9, Y @ 0,12
y—Z)Cnx —CO+3x +2*32x +2*3*33x +2*3*4*34x + o=
n=
N Co Co Co Co
— n _Y.3 6 9 12
y—z Chx —C0+3x +2!*32x +3!*33x +4!*34x + .=
n=0

y = Z (9.
n=0
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Hemos encontrado la solucién de la ecuacién diferencial v — x2y = 0 usando series de
potencias y el resultado es {8}. Sin embargo, al resolver esta ecuacion por un método
convencional como la  separacién  de variagbles encontramos  un  resultado
aparentemente diferente. Resolvamos y” — x%y = 0 por separacién de variables.

dy d x3

dy y
" x2 = — _ x2 = _—= 2 —_— = 2 = —
y —x°y 0=>dx x“y 0=>dx xy=>y x“dx = Iny 3+c=>

x3
e =3 =

3

y = coex? 9).

Este resultado, en apariencia diferente al encontrado en (8), realmente es igual. Para
verificarlo, debemos recordar que la funcidn exponencial es una funcién gue se puede
representar comao una serie de potencias de la siguiente manera

o X (x3)"
X X~ 3

ex = — — e3 = 3—
Z n! Z n!

n=0 n=0

Lectura recomendada

Ecuaciones diferenciales
Garcia, A.y Reich, D.
Pdginas 124 a 134.

Solucion de ED de sequndo orden usando series de potencias.

Nos enfocamos ahora en la solucion de una ED de segundo orden usando series de
potencias, por ejemplo, vamos a resolver la ecuacidn diferencial de segundo orden

Yy +xy=0 (10),

y comenzamos como en la seccidn anterior a partir de la serie {2)

o

y = Z Chx" =y = Z nCx" 1=y’ = Z n(n — 1)C,x" 2
n=0 n

=1 n=2
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Al sustituiry” y y en 10 obtenemos:

(0]

y ' +xy=0= Z nn—1)Cx" 2 + xz Cpox™ = 2 nn—1)Cx"2% + z Cpx™t1,
n=2 n=0

Corro la primera sumatoria empieza en cero porque x™ 2 se hace cero cuandon = 2, y
la sequnda en 1 porgue x™*! se hace uno cuando n = 0, entonces debemos equilibrar
las series para dejar solamente unaq, recordando que para hacerlo, utilizamos el
procedimiento que se llama “enfasar”, que consiste en que todas las x comiencen en
la misma potencia v que las sumatorias inicien en los misrmos indices.

Como la diferencia entre las potencias de x en ambas sumatorias es de uno,
solamente debemos sacar el primer término de la primera sumatoria, asi:

o)

Z nn—1)C,x" % + Z Cox™1 =20, + z nn—1)C,x"2% + z C,x™1 = 0.
n=0 n=3 n=0

n=2

Ya superamos el problema inicial, es decir, ya logramos que las dos series comiencen
con la misma potencia de x, es decir, xl.

Ahora debemaos nivelar los coeficientes. Para hacerlo, incluimos un nuevo coeficiente k,
que me va a sustituir las potencias de x en cada una de las dos sumatorias.

Para la primera sumatoria

[0e]

Z n(n — 1)C,x"2

n=3
k=n-2 queeslapotenciadex, y n=k + 2.
Para la sequnda sumatoria

(o]
Z C xn+1
n

n=0

k=n+1,queeslapotenciadex, y n=k—1.

Haciendo las sustituciones encontradas, obtenemos

2C, + z (k + 2)(k + 1)Cpoppx® + z Coxk=0 (1)
k=1 k=1

Ecuaciones diferenciales - eje 4 propongamos | 89



De esta manera, (11) estd completamente enfasada, ya que las x comienzan desde la
misma potencia, x!, y ambas inician desde el mismo nimero, k = 1. Y ya podemos
integrar las dos sumatorias en una sola; entonces (11} se transforma en

20, + Z (k + 2)(k + 1)Cpppx® + Cpyxk = 2C, + Z [(k + 2)(k + 1)Cay + Cro_y]2®
k=1 k=1

=0.

@ Instruccion

Le invitamos a resolver la segunda parte de la actividad de aprendizaje prdctica.

Hemos llegado a una ecuaciéon gue depende de los coeficientes C,, Cyya, Cr—1, que son
precisamente los coeficientes que se deben determinar.

Para la ecuacién diferencial gue nos convoca, y” +xy =0, todos los términos de la
serie van a tener que depender de dos coeficientes porque la ecuacién diferencial es de
segundo orden?®. Generemos la férmula de recurrencia para poder encontrar todos los
Cx, que a su vez son los €, que habiarmaos asurido en la serie inicial.

Como la dhitima expresion debe ser igual a cero, por la condicién de y” +xy =0,
entonces

2C,=0=C, =0,
(k+2)(k+1)Cryg + Choog = 0 =5 Cppp = ——k1

T (k+2)(k+1)

Corno la sumatoria empieza en k = 1, ahi comenzamos

_ _ Cr—1 _ Ci—1 _ _ %o
Parak =1= Cisz = ki) Co1 = 2D (s=—235

_ — Cr —__ G —_G
Parak =2 = Gy, = (k+2)(k+1) = Co42 (2+2)(2+1) = Cy 354"

*Recuerden que una ccuacian diferencial de segundo arden tiene una selucion de la forma y-clylic2y2.
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C3_1 Co
Parak=3=7C =——— = (Cc=——, como(C,=0=C: = 0.
3+2 (3+2)(3+1) 5 455’ 2 5
Cy—q C3 Co Co
Parck=4=C === (C,=——, como (3 = ——= (C, = .
4+2 (4+2)(4+1) 6 546’ 3 23 6 T 243x546
Cs—1 Cy Cq Cq
Parak =5=C == (C,=——, como(Cy = — =(, = \
5+2 (5+2)(5+1) 7 6+7’ 4 344 7 7 3u4x647
F’orok=6=>C6+2=—L=>68=—&, como Cs =0 = Cg = 0.
(6+2)(6+1) 7%8
C C C
Parak=7=Co=—==, comoCg=——>r—= (Cyg= ———>—,
8%9 2*3x5%6 2*3x5x6%8%9

Ya sospechamos la ley que queremos encontrar. Los coeficientes multiplos de 3 van
depender de C, con signos positivos y negativos alternados. Los coeficientes
C4, C7, C1p, Cy3, van a depender de C; con signos positivos y negativos alternados.

Y de manera similar, analizar como aparecen dispuestos los numeros en los
denominadores.

Resurniendo los resultados obtenidos hasta Co,

C, =0 C, = Co C, = Clc—o C. = Co
2= 37 7 2%3’ 4T T3y ST 6T %3456
C——C1 Co=0, Co= Co
7T 3%4%6%7 8 9T T )k 3%5%6%8%9

Habiamos dicho que la solucién que buscamos es una serie de la forma

= Z Cox™ = Co + C1x + Cox? + C3x3 + Cox* + Csx® + Cox® + Cx7 + Cgx® + Cox°
+ Cloxlo + C11x11 + C12x12 + b (7)

Pero los términos C,x2 = Csx® = Cgx® = Cy1x = -+- 0. Y sustituyendo los coeficientes
que dependen de Cy y Cy.

Entonces la expresion (/) se transforma en

Cox™ =Cy+ Cix +

)x’

6
) +(3*4* 6 %7

2356

Co 10
3 ds6:79:10°

S
1l

is

Co

+(_2*3*5*6*8*9

)%+ (=
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Entonces las dos soluciones que requiere la ecuacién diferencial de segundo orden
y —x?y = 0,que deben ser de la forma y = ¢;y; + ¢,,, nos indica que una de ellas
estard conformada por los coeficientes que contengan €y y la otra por los coeficientes
que contengan C,. Entonces agrupemos estas dos posibles soluciones:

x® x°
—_ +... +

3
= Co|1-
Y 0[ 2+3  2+3+5+6 2+3%5+6+8+9

4 7

X x10
C — —
1lx 3*4+3*4*6*7 3*4*6*7*9*10+ l

Esta ultima expresién ya es la solucién requerida de y'—x%y =0. Sin embargo,
podemos tratar de escribirla de otra manera, es decir, tratar de generalizar el
resultado.

Al generalizar el primer término de la Ultima expresion nos queda
6

Co[l— AR S X ] Co[1+2k1( 1k

2%3 2*3*%5%6 2*3*5*6*8*9

o <]

Haciendo lo propio para el segundo término de la ultima expresién nos queda

3 6

C X + X x +
X723 7 2+3+%5%6 2%3%5+6%8+%9

3k—1 .
—cl[x+z D Gy 1].

Entonces la solucion requerida nos gueda

- 3k — 2
ANk 3k
1+kZ1 D G ¥

Instruccion

Para finalizar, revise un resumen de los contenidos del referente de pensamiento
del eje 4, observe el videoresumen.

y=CO +C1

- 3k—1 .
x+z e 1].

k=
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