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El médule de ecuaciones diferenciales
pretende desarrollar en los estudiantes
de la Fundacién Universitaria del Area
Andina aptitudes y actitudes que le per-
mitan formarse como un profesional,
integro y responsable por medio de la
formacion en Matemdticas para el desa-
rrollo de sus conocimientos en cursos
posteriores y cursos propios de su saber
especifico. Asi mismo, proporciona al
estudiante (investigador) y al profesio-
nal, herramientas que le faciliten anali-
zar datos en las situaciones problema de
su entorno y proponer soluciones acer-
tadas. A través del seguimiento y desa-
rrollo de las actividades propuestas en
el médulo, el estudiante obtendrd habi-
lidades y destrezas que le permitiran,
mediante el razonamiento, el andlisis y
la reflexion, interpretar diversos modelos
matemadticos, términos analiticos y gra-
ficos, y proponer y plantear problemas
practicos y teéricos relacionados con su
profesion.

De acuerdo con nuestros propdsitos
formativos, la pregunta que orienta el
aprendizaje para el médulo de Ecua-
ciones diferenciales es: ; Cémo modelar
fenémenos cientificos, sociales y eco-
nomicos, por medio de métodos de
solucién de las ecuaciones diferencia-
les de primer y segundo orden?

En el referente de pensamiento para
el eje 1 se define con precisiéon una ecua-
cion diferencial ordinaria, su grado, orden
y linealidad; se identifican las ecuaciones

diferenciales de primer orden, segundo
orden y de orden superior. Asi mismo,
se precisa si cierta funcion es solucion
de una ecuacion diferencial y en qué
condiciones es una solucion particular o
general, asf como las formas explicitas
e implicitas en que se pueden presentar
dichas soluciones. Veremos problemas
en los que buscamos una solucién y(x)
de una ecuacion diferencial pero sujeta a
unas condiciones que se han establecido
previamente, es decir, proponen un valor
inicial para la variable independiente (x)
y la variable dependiente (y) o sus deri-
vadas sucesivas.

Comenzando el estudio de algunas
ecuaciones diferenciales de primer orden,
aprenderemos las soluciones de las ecua-
ciones separables, luego revisamos los
métodos para resolver ecuaciones que
se pueden convertir en separables, las
ecuaciones homogéneas y aquellas que
se pueden transformar en homogéneas.

El referente termina con una revi-
sion exhaustiva de dos aplicaciones de
las ecuaciones diferenciales de primer
orden: ley de enfriamiento de Newton y
crecimiento poblacional.

En el eje de pensamiento 1, Concep-
tualicemos, formulamos la pregunta:
:De qué manera las ecuaciones dife-
renciales de primer orden, separables
y homogéneas, nos permiten modelar
fenomenos que involucran problemas
de crecimiento y decrecimiento?



Introduccion a

las ecuaciones
diferenciales,
conceptos bdsicos y
algunas soluciones
bdsicas de ED de
primer orden



A diferencia de lo que posiblemente creemos, muchos aspectos de la cotidianidad se
relacionan con las ecuaciones diferenciales, y sus aplicaciones en el mundo fisico que
vivimos son muy amplias, de tal suerte que a través de la evolucién de las ciencias
fisicas su aparicién y desarrollo han permitide modelar, entre otros, un ndmero
considerable de fenédmenos en disciplinas como la economia, la biologia, la quimica, y
la astronomia, siendo por supuesto la Fisica una de las disciplinas gque quizd aporté
mds conceptos y nociones para su desarrollo.

Observemaos de manera muy general unas pocas situaciones gue se modelan a través
de ecuaciones diferenciales; la armpliacién de éstas y la aparicién de otras, serdn
ampliadas a lo largo del maddulo.

En general podemos considerar que la poblacion mundial estd creciendo a un ritmo
acelerado ya que coda vez hay mds personas y menos recursos alimenticios y
energéticos para hacerla sostenible. Ain mas, supongamos que dicho crecimiento es
exponencial v claramente el aumento de personas en cierta ciudad es proporcional al
nimero de habitantes que hay en un instante cualquiera; Este es un problema tipico
que relaciona una ecuacion diferencial de primer orden de la forma:

dp
- = kP (1),
Cuya solucion es:
P(t) = Pyekt.

En geologia y arqueclogia interesan las ideas que tratan sobre desintegracidn
radiactiva; los elementos radiactivos que se encuentran en la tierra pueden usarse
para ubicarnos en el tiempo sucesos que ocurrieron hace millones de afos vy la
ecuacion diferencial que resulta de las consideraciones pertinentes es:

dx
S =kek>0(2).

{Simmons, 2007, p. 20.)

Aungue todos nosotros realizamos transacciones financieras a diario, no todos
sabemos que cuando depositamos cierto capital C en una cuenta bancaria que rinde
una tasa compuesta cada cierto tiempo t, digamos anualmente, este capital crece
exponencialmente y el modelo matemdtico que expresa esta variacién estd dado por
la ecuacién diferencial

dA/A
dt

k(3).

donde A representa el capital acumulado después de t afos vk muestra el cambio
relativo de A por unidad de tiempo t.
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Instruccion

Antes de continuar, le invitamos a revisar los contenidos y la relacion
entre los diferentes ejes temdticos revise el mapa conceptual.

En economia pueden interesar por ejemplo las preferencias de consumo que van
ligadas al precio de un articulo en algun momento, este precio estd determinado por
la condicién de que, en cierto instante, cierta funcién de variable real llamada funcién
de oferta sea igual a otra funcion de variable real llamada funcién de demanda; este
equilibrio, llamado principio econdmico de la oferta v la demanda resulta en una
ecuacion diferencial de primer orden. Asi mismo, se pueden abordar la aplicacion de
los modelos de Maclaurin-Taylor y de ecuaciones diferenciales en la direccion vy gestién
de unidades de produccién. (Reyes, 2012).

La Fisica es la disciplina donde sin lugar a dudas aparecen con mayor firmeza las
ecuaciones diferenciales. Algunos ejemplos se relacionan con caida de cuerpos vy
variados problemas de movimiento como el pendular y el tiro parabdlico; la ley de la
gravitacidn de Newton, los periodos de revolucion de los planetas y la tercera ley de
Kepler; circuitos eléctricos simples, vibraciones en sistermas rmecdnicos y eléctricos, y
osciladores armdnicos acoplados; problemas cldsicos como el de encontrar la forma
que adopta una cadena flexible suspendida entre dos puntos y que cuelga por la
accién de su peso (cadena colgante) o el problema de la braquistdcrona.

En gran variedad de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales que veremos durante
todo el curso aparecen con mucha las funciones exponenciales, mostrando cierto
crecimiento  © decrecimiento  {decaimiento) que experimentan las variables
involucradas; en estas aplicaciones generalmente la variable independiente es el
tiempo, t. La figura 1 muestra el comportamiento de la funcidn exponencial cuando la
funcion crece, es decir, donde la constante k> 0, y cuando la funcién decrece, es
decir, donde la constante k < 0.
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Figura 1. Crecimicnto y decrecimicnto
Fuente: propia

Aungue en el recorrido que haremos por una parte importante del universo de las
ecuaciones diferenciales ordinarias aparecerdn muchas aplicaciones y muchas formas
de modelar situaciones y fendmenos en varias disciplinas, el propdsito principal del
curso tiene relacién directa con la modelacion y aplicaciones de las ecuaciones
diferenciales en ingenieria.

Definicion de una ecuacion diferencial

En términos generales una ecuacion es una igualdad de dos expresiones, no importa su
“longitud”, que se caracterizan porgque ambas ¢ alguna de ellas tienen una o Mmds
incognitas; éstas representan o esconden el valor de “algo” que debe ser encontrado,
si se puede. Al reemplazar cierto valor o ciertos valores en la incégnita- generalmente
numeros reales, funciones de variable real, vectores, matrices- la igualdad puede o no
darse. Cuando se reemplaza un valor o varios valores que verifican la igualdad al
realizar las operaciones indicadas, se dice que este valor o estos valores son el
conjunto solucién o las soluciones de la igualdad. Aungue estamos acostumbrados a
resolver ecuaciones de tipo algebraico donde las soluciones son ndmeros reales,
debemos advertir que la solucién o soluciones de una ecuacion diferencial es una
funcién o una familia de funciones.
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Una ecuacion diferencial es una ecuacién qgue contiene las derivadas de una o mds
variables dependientes con respecto a una o mas variables independientes:

F(X,y',...’yn) =0.

Para los propdsitos del presente mddulo fijumos nuestra atencidén en las ecuaciones
diferenciales ordinarias, ecuaciones diferenciales gue relacionan una funcién, una sola
variable independiente y las derivadas con respecto a esa variable independiente, por
ejiemplo, la ecuacién diferencial

d’y dy

E+&=x—1,oy”+ y =x—1.

Observe que es la misma ecuacién diferencial escrita con dos notaciones diferentes.
Quizd el uso diferenciado de alguna de ellas se deba a su aparicién histérica en alguna
de las aplicaciones que veremos, pero para nuestro uso podemos utilizar cualquiera de
ellas.

Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias son:

rrr

Xy + 2x%y" = xy (4)
y =x%(5)
)? —4xy” =x* (6)

d’y d’y dy
el ok O

)3 - 3x(y®)? = x*y? (8)

k> 0 (9
dt_ J ()

Al lado de las ecuaciones diferenciales ordinarias, existen las ecuaciones diferenciales
parciales o ecuaciones en derivadas parciales, éstas tienen mds de una variable
independiente vy las derivadas (parciales) se calculan con respecto a estas variables
independientes. Aunqgue algunas de ellas aparecen en este mddulo, solamente se
referencian por su aparicién en algunas aplicaciones.
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Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales parciales son:

ou +36 46 (10) azu azu 0%u
ot "oy Tox Y T2 T o

=0 (11)

Orden, grado y linealidad

Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar segun su tipo, orden y linealidad.

De acuerdo a su tipo, pueden ser ordinarias o parciales como vimos en la seccién
anterior.

Sien la definicién de una ecuacién diferencial, F es un polinomio, se define el grado de
la ecuacién diferencial como el grado de y(x) y el de sus derivadas, es decir, el
exponente al que estd elevada la derivada de mayor orden que aparece en ella. Si este
numero no es natural, no se puede determinar el grado de la ecuacion diferencial.

El orden de una ecuacion diferencial se define como el orden de la derivada mas alta
que aparece en ella.

La ecuacién diferencial F(x,y,y’, -+, y™) = 0 se llama lineal si F es una funcion lineal de
las variables y,y’, .-+, y™. La forma general de una ecuacién diferencial lineal de orden n
es

an (Y™ + a1 ()Y 4+ a1 ()Y + ap(x)y = h(x).

Estas se caracterizan porque son de grade 1 en la variable dependiente y y en todas
sus derivadas, vy todos los coeficientes

an (%), an-1(x), a1 (x), ag(x)
sélo dependen de x.

Identifiguemos estas caracteristicas en las ecuaciones diferenciales (4) al {9}.

rrr

xy” +2x%y" = xy es de grado 1 porque el exponente al que estd elevada la derivada
de mayor orden que aparece en ella es 1; es de tercer orden porque la derivada mds
alta que aparece es 3; es lineal porque todos sus coeficientes solo dependen de x, y es
de grado 1 en y y todas sus derivadas.
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y = x% es de grado 1 porque el exponente al que estd elevada la derivada de mayor
orden gue aparece en ella es 1; es de primer orden porque la derivada mds alta que

aparece es 1; es lineal porgque todos sus coeficientes solo dependen de x, y es de grado
Teny vy todas sus derivadas.

Verifique que las otras ecuaciones diferenciales sefaladas anteriormente cumplen las
condiciones descritas:

(v')? — 4xy’ = x? es de grado 3, sequndo orden y no lineal.

d3y d?%y dy 3 .
— +x—— = =x>es de grado 1, tercer orden v lineal.
dx3 + dx?2 dx g ! Y

(y®)3 — 3x(y®)2 = x3y? es de grado 3, cuarto orden y no lineal.

—% =kx,k > 0 es de grado 1, primer orden vy lineal.

Para las ecuaciones en derivadas parciales (10) v (11):

+ — = 4— —ues de grado 1, primer orden v lineal.

0%u 2u
ﬁ+—+a—

Lectura recomendada

Ecuaciones diferenciales
Garcia, A. y Reich, D.
Pdaginas 2 a 7.

0 es de grado 1, segundo orden y lineal.
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Instruccion

Realice la primera parte de la actividad de aprendizaje prdctica.

Soluciones generales y particulares de una ecuacién diferencial

Resolver una ecuacion diferencial es hallar una funcion y = f(x) definida en algun
intervalo (a, b) y algunas de sus derivadas, y',y”, -+, y™ que satisfacen la ecuacién.

Mds adelante, podermos demostrar que las funciones

y=Ihx(12)yy=(x*-1)"1(13)

son soluciones respectivas de las ecuaciones diferenciales

ary  dy _ 25 2 _
x +dx—0(14)ydx+2xy = 0 (15).

dx?

iRecomendacién!

Puede revisar estas ideas y otros ejemplos en
http://personal.us.es/niejimjim/tema01.pdf
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Sin embargo, en el caso de (12), comprobarermos que esta solucién solamente existe
en el intervalo (0,0), mientras que (13} satisface a (15) soclamente en el intervalo
(=1,1). Si no advertimos otra cosa, suponemos que estos intervalos son conjuntos de
numeros reales.

Existen formas diversas que se presentan al respecto de las soluciones de una ecuacidn
diferencial, aunque en la gran mayoria de casos se presentan las soluciones infinitas
que se pueden expresar mediante una expresion general.

La gran mayoria de ecuaciones diferenciales tiene un conjunto infinito de soluciones.
Por ejempilo, la ecuacion diferencial

vy’ =5y —14y = 0 (16),

que discutiremos en la siguiente seccidn, tiene como conjunto solucion todas las
funciones de variable real que se pueden escribir de la forma

y = ke ?* + k,e”™ (17) , con kq, k, constantes.

Soluciones como (17}, que incluyen pardametros kq, k,, -+, k,, , s& enmarcan dentro de la
expresion

H(X,y, kli kz,"'kn) = 0 (18)

A la familia n — paramétrica de funciones gue define (18) la llamaremos solucién
general de la  ecuacidn diferencial.  Dicha  solucidon  general  representa
geométricamente una familia de curvas que se pueden graficar de manera muy facil
dando valores a los parametros mediante el uso de algin “programa de Cdéleculo
simbdlico” como Geogebra, Derive. Matlab, etc.

Si por ejermplo de rmanera arbitraria en (17} reemplazamos ky =3, v k, = 2, esta
solucién se convierte en y = 3e 2 + 2e7*: esta Ultima funcién es una solucién
particular de la solucion general.

Entonces, una solucién particular de una ecuacién diferencial es cualguier solucién
especifica gque hace parte de su conjunto solucién; ésta se obtiene al dar valores
especificos a todos los pardmetros que aparecen en la solucion general.

Algunas ecuaciones diferenciales no tienen solucion en el conjunte de los ndmeros
, d , .
reales, por ejemplo (ﬁ)2 +1=0; y otras soluciones son unicas, esto ocurre con la

e ., d . .
ecuacion diferencial (ﬁ)2 + y% = 0, cuya Unica solucion es y = 0.

Se denomina solucion singular de una ecuacién diferencial a una solucion que no esta
incluida en la solucién general. Aunque este tipo de soluciones no aparecen con
frecuencia, revisarermos estas soluciones cuando  estudiemos las  ecuaciones
diferenciales de orden superior.
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Soluciones explicitas e implicitas de una ecuacién diferencial

Verificar si cierta funcién definida de manera explicita es solucién de una ecuacion
diferencial es una tarea relativamente facil si se tienen los conocimientos necesarios
sobre derivacién; sin embargo, existen soluciones de ecuaciones diferenciales definidas
de manera implicita, lo que implica gue en algunas ocasiones sea muy dificil {o
imposible) expresar la variable dependiente explicitamente en términos de la variable
independiente.

Ejemplo 1. Soluciones explicitas. Las funciones:
y =e % (19),y = e’* (20)

son ambas soluciones explicitas de la ecuacion diferencial de segundo orden

vy’ =5y —14y = 0 (21).

Y de manera mds general, la funcién

y = kie™?* + kye’™ (22),

es igualmente una solucién explicita para (21), sin importar qué valores asignemos a
las constantes kq v k.
Verifiquemos que, efectivamente, (19), (20) vy (22) verifican lo dicho.
De {19} sabemos que
y=e 2y = —272% y" = 42%
al reemplazar los respectivos valores de y,y’, ¥y en {21) nos queda

y =5y — 14y = 4e7?* — 5(—2e %) — 14(e™?*) = 4e?* + 10e* — 14e?* =0,
y se verifica la igualdad.

De (20} sabemos que

y=e’*y =7e’*y" " =49e’*,
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al reemplazar los respectivos valores de y,y’, y” en {21) nos queda

y” =5y — 14y = 49e7* — 5(7e7*) — 14(e”*) = 49e7* — 35e7* — 14e”* = 0,
y se verifica la igualdad.
De (22) sabemos que

y=kie T + kye”™ ,y = —2k,e”* + Tk,e”*,y" = 4k,e”?* + 49k, e”*

al reemplazar los respectivos valores de y,y’, ¥y en {21) nos queda

y =5y — 14y = (4k,e?* + 49k,e”™) — 5(—2k,e™?* + Tk,e”™™) — 14(kie ™ + kye’™™) =

4‘kle_2x + 4‘9k2€7x + 10k16_2x - 35k267x - 14k16_2x - 14k267x = O,

y se verifica la igualdad. Asi hemos comprobado que las tres funciones (19), (20} v
(22) son soluciones de la ecuacion diferencial (21).

Aungue posiblemente ya lo advirtié, al encontrar la solucion de una ecuacién
diferencial es necesario especificar cémo estdn definidas las funciones que componen
su conjunto solucion, es decir, especificar en qué intervalo o intervalos estdn definidas;
en otras palabras, la solucidén de una ecuacién diferencial

Ahora revisemos en los ejemplos 2 vy 3 funciones que estan expresadas de manera
implicita y son solucién de una ecuacién diferencial.

Ejemplo 2. Soluciones implicitas. Dada la funcion
x3y* =1+ xy*cosx (23),
verifiguemos que es solucién de la ecuacion diferencial

—3x?% + xsinx — cosx

= 24
Y 4(x3 — xcosx) (24

Solucién. Al contrario del procedimiento anterior, en este caso no podemos encontrar
y  de manera inmediata al calcular la derivada de y porque simplemente y no aparece
de manera explicita, es decir, estd definida de manera implicita. En {23} dejemos
solamente el 1 en el sequndo miembro de la igualdad y factoricemos y*:

y*(x3 — xcosx) =1,
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Dejamos y* a la izquierda de la igualdad y derivemos:

4 _

3dy _ —3x%—[x(-sinx)+cosx] dy _ —3x%+x(sinx)—cosx
T (x3—xcosx) -

4)’ dx

y

1

(x3—xcosx)? dx  4(x3—xcosx)2y3
Multiplicando el segundo miermbro por % .y reemplazando y* nos queda

dy _ [-3x%+x(sinx)—cosx]y _  [-3x%+x(sinx)—cosx]y _ [-3x%+x(sinx)—cosx]y

1
B rcom _xcosx)] 4(x3—xc0sx)

dx 4(x3—xcosx)2y* 4(x3—xcosx)? [

Entonces hemos mostrado que (23) es una solucion implicita de la ecuacién diferencial
, _ —3x%+xsinx—cosx
y =

4(x3-xcosx)

Ejemplo 3. Soluciones implicitas. Utilizando derivacién implicita verifiquemos qgue las
funciones definidas de manera implicita por la ecuacion (Una relacién Fx, y=0 es
solucién de una ecuacién diferencial si define una o mds soluciones explicitas):

4xy + 2x3y? = 5 (25),
son soluciones de la ecuacién diferencial

Ay + 12x2%y?

26).
4x + 4x3y (26)

y' =

Solucién. Usando reglas elementales de derivacion para derivar (24) con respecto a x
tenemos

(4xy” + 4y) + 2[x32yy" + 6x%y?] = 0 = (4xy" + 4x3yy") + 4y + 12x%y? =

, Ay +12x%y?

YT T T+ 4x3y

Ejemplo 4. Soluciones implicitas con diferenciales. Probemos que la funcién
X3 —y?

T+x+4y =k (27)

define de manera implicita la solucién general de la ecuacién diferencial

(Gx? + 1dx — (2y — 4)dy=0 (28).
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Solucién. Recuerde de sus cursos de Cdlculo que si f(x) es una funcion derivable, la
diferencial de f(x) , representada por dy, se define como dy = f'(x)dx; ésta es una
cantidad infinitesimal mientras que su derivada es una cantidad finita que resulta del

. . ‘ d . . .
cociente de dos diferenciales d—z . Adermds, cuando se calculan derivadas, éstas se

calculan respecto de “alge”, es decir, con respecto a una variable independiente,
mientras que una diferencial es un incremento de una sola funcidn. Ademds, las reglas
para diferenciales y derivadas son equivalentes.

Entonces calculando las diferenciales para (27):

2

x3 — 1
d<%+x+4y> = d(k) = 5 (3xdx - 2ydy) + dx + 4dy = 0 =

(Gx? + 1)dx — (2y — 4)dy=0.

En las secciones precedentes hemos visto la forma de comprobar si una funcién
expresada en forma explicita o implicita hace parte del conjunto solucién de una
ecuacion diferencial dada v hemos destacado la diferencia entre soluciones generales
y particulares. Sin embargo, adn no hemos resuelto preguntas relacionadas con los
requisitos y condiciones de existencia y unicidad de dichas soluciones y no hemos
tratado los llamados problemas de valor inicial.

Problemas con valores iniciales (PVI)

Como una aplicacién inmediata de resolver una ecuacién diferencial, habitualmente
interesan problemas en los que buscamos una solucidn y(x) de una ecuacidn
diferencial pero sujeta a unas condiciones que se han establecido previamente, es
decir, proponen un valor inicial para la varioble independiente (x} y la variable
dependiente (y) o sus derivadas sucesivas.

Se dice que se resuelve un problema de valores iniciales cuando se pide resolver una
ecuacion diferencial:

dn

ey _ : (n-1)
Tn f(x,y,y Y ),

que estd sujeta a las condiciones iniciales:

y(x0) = ¥0,¥" (x0) = ¥1, e, YV (x0) = Y1,

donde los valores yo,¥y1, V-1 S0Nn constantes de valor real arbitrario y los valores de
y(x) y de sus primeras n—1 derivadas en un solo punto xy,y(xg) = Yo,y (x0) =
V1,0, YD (x0) = y,_1 se llaman condiciones iniciales.
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En general, el problema con valores iniciales descrito anteriormente, se llama
problema con valores iniciales de n — ésimo orden.

En particular, el problema de valor inicial:
Resalver d, /dx = f(x,y),

sujeto a la condicién

y (x0)=yo

Se llama un problema de valor inicial de primer orden. El cdlculo diferencial nos ensefd
que este problema se puede interpretar geométricamente: se trata de buscar una
solucién de una ecuacion diferencial en un intervalo I que contenga a x, tal que su
grafica pase por el punto dado (xg,¥)- en la figura 2 se presenta una curva solucion.

) .

Figura 2. Interpretacion geométrica problema de valor inicial de primmer orden
Fuente: propia
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En particular, el problerma de valores iniciales:

d’y ,
Resolver == fe,y,9),

sujeto a las condiciones
y(xo)=ye oy (xe )=y

Se llama un problema con valores iniciales de segundo orden. Para interpretarlo
geométricamente, de manera similar al caso anterior, se busca una solucién de la
ecuacion diferencial en un intervalo I que contenga a x, de tal manera que su grdfica
no solo pase por el punto dado (xq,¥p), sinc que también la pendiente a la curva en
ese punto sea el numero y,. En la figura 3 se presenta una curva solucién.

A

Figura 3. Interpretacion gcometrica problema de valeres iniciales de scgunda orden.
Fuente: propia
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Ejemplo 5. PVI. Encuentre la solucién para el problema con valor inicial y'+y =
0; y(—1) = 2,si se sabe que la solucidén general para esta ecuacién diferencial es
y(x) = ¢ e7*, con ¢; constante arbitraria.

Solucién. Este es un caso de problema con valor inicial de primer orden.

Reermplazando y(—1) = 2en la solucion, es decir, en y(x) =cie”
- _ 2

y(—1) =c,e™? => 2 =ce”? =0 ==

X, nos queda

—=¢; =2¢e*, lo que significa que debemos

seleccionar ¢; = 2e%. Al reemplazar este valor de ¢; en y(x) =ce7™ nos queda

y(x) = e * = y(x) = 2e? e X = y (x) = 2e*7* como la solucién del problema de valor
inicial.

Ejemplo 6. PVI. Determine si alguna de las funciones y;(x) =sin2x,y,(x) =
%sian,y3(x) = x es una soluciéon para el problema con valor inicial y” 4+ 4y = 0,y(0) =
0,y(0) =1.

Solucién. Este es un caso de problema con valores iniciales de segundo orden.
Analicemos la posible solucién y;(x) = sin2x :
y1(x) = sin2x si es solucién de y” + 4y = 0. ya que con y;(x) = sin2x =

y1(x) = 2cos2x = y”1(x) = —4sin2x = y”" +4y =0 = —4sin2x + 4(sin2x) =0,

Adernds, se cumple que y(0) = 0, ya que

y1(x) = sin2x = y;(0) = sin2(0) = sin0 = 0; pero no se cumple la segunda condicién,
y'(0) =1, yaque

y'1(x) = 2cos2x = y’1(0) = 2c0s2(0) = 2cos0 =2+1=2 # 1 =y'(0), luego y,(x) no
cumple lo segunda condicién inicial, lo que implica que y;(x) = sin2x no sea una
solucién de valor inicial.

. . . 1.
Analicemos la posible solucidn y,(x) = Estx :

ya(x) = %sian = y’,(x) = cos2x,y”,(x) = =2sin2x, reemplozando en y” +4y=

0 = —2sin2x + 4 Gsian) = —2sin2x + 2sin2x =0, luego y,(x) si
es solucion de y” + 4y = 0. Adermnds se cumple que y(0) = 0, ya que

yo(x) = %sian = y,(0) = %sinZ(O) =0,yy(0)=1,yaque

y,(x) = cos2x = y’,(0) = cos2(0) = 1. Entonces,  y,(x) = %Sian satisface o
ecuacién diferencial y“"+4y =0 y cumple lus dos condiciones iniciales y(0) =
0,y°(0) =1, lo que implica que y,(x) = isian si es una solucién con valores iniciales.
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Analicemos la posible solucién ys(x) = x

y3(x) =x = y’5(x) =1,y"3(x) =0, como Yy ' +4y=0=0+1=1+0, luego
y3(x) = x no satisface la ecuacion diferencial dada.

Un predmbulo a la selucion de ecuaciones diferenciales.

Con el proposito de comenzar el productivo camino en la aplicacién de métodos para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y orden superior, en
especial las de segundo orden, emprenderemos el andlisis del tipo de ecuaciones
diferenciales cuya solucién no presenta mayores dificultades, ya que se “limitan” a
resolver integrales por los métodos vistos en cursos anteriores.

Ya sospechard usted que iniciar la busqueda de una solucién a partir de la ecuacion
diferencial dada es un camino que seguramente va a presentar obstdculos. Aungue en
este modulo se presentan algunos métodos v procesos para lograrlo, nuevamente
debe tener presente que los fundamentos de derivacién, y por supuesto de
integracién, son requisito indispensable, parte de su éxito depende de este hecho.

. . d
Soluciones sencillas de la forma d—i = f(x).

Las ecuaciones diferenciales mas sencillas de resolver son aquellas de la forma

Y — f(x) (28) .

dx

: " d
Estas se resuelven escribiendo d—i = f(x) de la forma

y = [ f(x)dx + ¢ (29),

utilizando métodos propios del Cdlculo integral; como usted sabe, algunas integrales
suelen ser muy complicadas de resolver vy varias de ellas se resisten a ser resueltas.

Ejemplo 7. Soluciones de ecuaciones diferenciales que resultan en una integral
indefinida.

Resolvamos la ecuacién diferencial

D _ 204 _ 43) =
™ x*(4 —x>) =0 (30).
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Solucion. Despejando ﬁ nos gqueda ﬁ = x2(4 —x3), con lo cual la integral solucién es

y = [ x%(4 — x3)dx (31).

Haciendo la sustitucién u = (4 —x3), tenemos que du = —3x%dx y dx = —:Tuz. La
integral queda entonces
2
—fu:Tuz = —gfudu = _g(u;) +c=— (uT:) +c= —@+ ¢ . v la solucion (explicita)
de {19) es
(4 — x3)?
y=- 3 ¢

Hemos presentado ejemplos de las ecuaciones diferenciales de primer orden cuya
forma es la mdas simple; su solucion aparece al resolver una integral indefinida, es
decir,

%’:f(g@:fdy: Jf)dx.= y = [ f(x)dx.

Existe otra forma muy sencilla en que se pueden presentar las ecuaciones diferenciales
de primer orden, cuya solucién después de ciertos arreglos algebraicos, es muy similar
al nivel mas sencillo presentado en el ejermplo 5; se trata de las ecuaciones
diferenciales separables, aquellas que se pueden escribir de la forma

dy
= = 9COR).

Estas ecuaciones se caracterizan porque en la parte derecha de la igualdad aparecen
dos funciones que se multiplican entre si; una de ellas depende de la variable
dependiente (casi siempre y} vy la otra de la variable independiente {casi siempre x}.
Para resolverlas, separamos las variables y resolvernos por integracion:

o
fh(y) =[g(x)dx +k.
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Ejemplo 8. Soluciones de ecuaciones diferenciales separables. Resolver la ecuacién
diferencial

2 = 5x(y +3)>.

dx

Al separar las variables y escribir las integrales nos queda

a
1] (y+33])2 = [ 5xdx.

Resolvamos cada integral por separado:

Para la integral [ (yi);)z realizamos la sustitucidnu =y + 3 = dy = du, con lo que
dy _ opdw_ 2 W 0T
f(y+3)2— S =Jutdu="—+k="""—+k

La integral [ 5xdx = 5[ xdx = k.

2
Al igualar las soluciones de las integrales respectivas nos queda

o+ 52 S S S A
- +k—2+k=> (y+3)—2+k—

5x2+2k _ 5x%+k 1 5x%+k

2 2 (y+3) 2

Esta ultima igualdad se convierte en la solucion implicita de (34); sin embargo, en este
caso podemos despejar y para obtener su solucion explicita, es decir, despejar y:

-1-2 -2

Gevl) T3 TV G 3

Recuerde que siempre que la constante k sea multiplicada (u otra operacién que la
afecte) por un nuevo numero, de manera gutomatica se genera una nueva constante
k.

Ejemplo 9. Resolver la ecuacién diferencial

e*dx = 2ydy con condiciones iniciales y(1) = 1.

Al separar las variables y escribir las integrales nos queda

-2 ydy + [ dx = c = y? = e* + c. Al sustituir la condicion inicial y(1) = 1, nos queda
(D?=el+c >1=e+c =c=1—e. Entonces una solucion particular con las

condiciones iniciales y(1) = 1 es

y2=e*+1—e.
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Lectura recomendada

Ecuaciones diferenciales
Garcia, A. y Reich, D.
Paginas 32 a 36.

Ecuaciones convertibles a separables

En las secciones precedentes hemos resuelto ecuaciones diferenciales de primer orden
en las que de manera inmediata se pudieron separar sus variables de la forma

Y — f0g9().

dx

Mediante algun método de solucion de integrales se llegd a la soluciéon f(x,y) = c.

No existe una regla general que nos brinde una sustitucion adecuada para que una
ecuacion diferencial de primer orden se pueda expresar de una manera “mds sencilla”
para tratar de resolverla por alguno de los métados vistos en los cursos de Caleulo
diferencial e integral. La experiencia nos indica que la mejor regla es la prdctica
constante y el ensayo vy el error a la hora de transformar dicha ecuacion en una
expresién mas simple.

En los dos ejemplos siguientes, las sustituciones realizadas transforman  esas
ecuaciones aparentemente “dificiles” en ecuaciones diferenciales con variables
separables.

Instruccion

A continuacion, realizar la segunda parte de la actividad de aprendizaje prdctica.
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Ejemplo 10. Resolver la ecuacién diferencial

(x%y? + y)dx = (x3y?

Organizando los diferenciales tenemos

—x)dy.

d X +
dy —x3;/2 Y Claramente en esta ecuacién no se

pueden separar las variables, es decir, no se puede obtener una expresion de la forma

Y = g(x)h(y). Sin embargo, la ecuacién propuesta se puede transformar en una

dx
ecuacion diferencial separable utilizando la sustitucién z = xy. Vearnos una forma de
hacerlo.
dy d dy E—y
- - _Z _ Yy _ adx
Seoz-xy=>dZ—xdy+ydx:> —x +y X = ool
Reemplazando en la ecuacién diferencial propuesta, tenemaos
o Yy + 1) _y(@*P+1)  dz y(Z®+1) _yZi+y+yzi—y
x  x(x2y?—-1) dx (z2-1) dx  (z2-1) B (z2-1)
-
dz 2yz? 2(5)22 273 dz 223 (z? — ) dx
dx (z2-1) (z2-1) x(z?-1) dx x(z?2-1) 273 x
1, z2 1.dz 1 z72
Efz Z——f —dz—lnx+c=> f———fz 3dz—lnx+c:>lnz—§ —
lnx +c=
! Inx + Inz + ! 2lnx + ! Inx?* + !
= = — = = — =—— =
nz + 7z = mxte nz+5 3 nx +c nxy — lnx* +c 20
Xy 1 y
ln(x—2)+c=—m —szyzzln(;)+c.

Ejemplo 11. Resolver la ecuacién diferencial?

cos(x + y)dx = xsin(x + y)dx + xsin(x + y)dy.

Casi de manera inmediata debemos advertir que el angulo de las funciones seno vy
coseno, x +y, que aparece en la ecuacidn diferencial impiden separar las variables.

dy
Para buscar la la forma = -

= f(x,y), quizd parezca evidente la sustitucidn u = x + y.

" Ejercicio numero & de la seccion de ejercicios propuestos del capitulo 1del libro Ecuaciones diferenciales

de Simmons, p.79.

7 Ejercicio nimero 15 de la seccion de ¢jercicios propuestos del capitule 1 del libre Ecuaciones

difcrenciales de Simrons, p.79.
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Primero escribamos la ecuacién diferencial propuesta de la forma é = f(x,y):

[cos(x + y) — xsin(x + y)]dx = xsin(x + y)dy = dy _ [cos(x +y) — xsin(x + y)]

dx xsin(x +y)

Ahora sigamos los pasos con la sustitucién elegida: Secu=x+y=du=dx +dy =
du dy dy du
—=14+-—=-—==——1.Y reemplacemos:
ax dx dx dx

dy [cos(x +y)—xsin(x +y)] du = [cosu — xsinu] - du  cosu — xsinu

dx xsin(x + y) dx B xsinu dx xsinu

-
du cosu—xsinu+xsinu _ du _ cosu sinu dx

—_— = = —= = u=J —=
dx xsinu dx xsinu f cosu f
dx 1
Jtanudu = — = Insecu=Inx +c = In(—) - lnx =c=In =c=
X cosu xcosu
oo = ¢ - ” — xcos(x +) G+ y)
e xcosx = ¢ =5 ———— == — = xcos(x = xcos(x = C.
xcos(x +y) c y y

Comprobacion. Verifiquemos entonces que la solucién de la ecuacién diferencial
cos(x + y)dx = xsin(x + y)dx + xsin(x + y)dy, es xcos(x + y) = c.
La expresién xcos(x + y) se deriva como un producto:
[xcos(x +¥)] =[x (—=sin(x +y) - (1 +y") + cos(x +y) - (1]
= —xsin(x +y) — [xsin(x + y)] vy + cos(x + y)
= —xsin(x +y) — [xsin(x + y)] - Z_ic] +cos(x+y) =
= —xsin(x + y)dx — [xsin(x + y)]dy + cos(x + y)dx =

cos(x + y)dx = xsin(x + y)dx + xsin(x + y)dy.

En ocasiones, algunas ecuaciones diferenciales de primer orden se resuelven de una
. . . .. X . '
manera mdas sencilla usando la sustitucién u=7 Esta sustitucion nos lleva a

d d
X =uy :>dx=udy+ydu,dedonde£=u+y£.

Adicionalmente, debe advertir que en buena parte de las ecuaciones diferenciales que
apareceran a lo largo del presente curso, se requiere un uso adecuado de dlgebra
elemental. Buena parte de su éxito dependerd de su habilidad en las “artimanas” vy
“trucos” algebraicos que descubra y aplique.
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Ejemplo 12. Resolver la ecuacién diferencial

X 2 X 2 X 2
dy nye(§) dx y?+ yze(y) + sze(§)
N S Dy
y2 +y2ey +2x2e\y nye(§
dx 1 v 1 o\ x 1 1 1 1 X
o~ D05 —=Fm ) \Fm) 5
Y Ze(y) * ooy Ze(y) (5) (5) Y
La sustitucion u = % , nos lleva a
4 du 1 (1) 1_<1>+ - du 1 -<1>+1-(1>=>
Yy T 267 W) W/ TV dy T 2e@ W) T2 \w)
du 14 ¥ ue’

dy
2 du =) —
J J ”

SN
Y dy dy 2uet? 1+ e¥?

Ecuaciones diferenciales homogéneas
Una ecuacion diferencial escrita en la forma y” = f(x,y) es homogénea de grado n si

f(tx,ty) = t"f(x,y) para todo teR.

Esto quiere decir que al reemplazar x por tx y y por ty, en la expresion resultante se
obtienen dos factores, uno de ellos es precisamente t" y el otro factor es la funcion

original f(x,y).

La expresién x? — y2, es homogénea de grado 2, ya que (tx)? — (ty)? = t2(x? — y?).
La expresién cos 5 es homogénea de grado 0, ya que cosf—; = cosg = tzcosg :
La expresion 4/ ¥? + x2, es homogénea de gradoe 1, ya que

V@) + @07 = (@) + ()7 = V227 +x7) = ' (Jy? +x2).

. d . o ‘
La ecuacion £=f(x,y) siempre se puede transformar en una ecuacion diferencial

separable (vista en secciones anteriores), mediante la sustitucién

z=%=>y=x-z.
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Al derivar con respecto a x nos queda

dy dz

—=Zz+x——

dx dx
Al reemplazar estas expresiones en la ecuacidn inicial, se obtiene una ecuacién
diferencial en términos de x y z, esta ecuacidn se resuelve como una ecuacién
diferencial separable.

Ejemplo 13. Resolver la ecuacién diferencial hormmogénea’®

32 3

2 3 2 _ .3 dy 3x’y—-y® dy zgy_%
(3X y—Y)dx—(3xy _x)dy=0:a=3xyz—_x3ﬁa=w
x3 x3

ay _ 3G UGN v = 7+ LY LW,
ol 3(%)2_1 . Hacemos la sustituciony =z - x ﬁz—x :dx —z+xdx =
N dz 3z-273 dz 3z—-23 3z2—23—-3234+27z 4z-—473
e e B S = =
P T3z22-1 Ydx 3z22-1 7 322 — 1 322 — 1
3z%2 —1 1.32z°-1 dx
S dz= -2 gy =(=
f4(z—z3) z 4f (z3 —2) z fx

Como la derivada de (23 — z) es (322 — 1) =

1p32°-1 ., 1 3
_Zf - dz = 4ln(z z) =

1

—Zln(z3 —2)+c=lnx+c, = —In(z3 —2) = 4inx + 4c; =

3 _ .2

y y yT—x7y
4 3_.,) = 4 2N3 _ 2y = 4.2 T 7\
Inx*+in(z°>—z)=c, = Inx* +In ((x) (x)) c, = In <x e ) €, =
eln(xy3—x3y) = oC4 = xy3 _ x3y =c
Comprobacién.
Derivernos en la misma la linea la solucion encontrada xy3 —x3y = ¢ :

3xy?y +y® —x%y’ = 3x%y = Bxy? —x%)y"+ Bx’y —y°) =0

* Ejercicio numero 36 de la seccidon de cjercicios propuestos del capitule 1 del libro Ecuaciones
difcrenciales de Simrons, p.79.
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Ejemplo 14. Resolver la ecuacién diferencial homogénea® xydy = x*dy + y?dx.
Busquemos la forma Z—i’ =f(x,y) = y?dx+ (xy —x?)dy = 0=

2
dy _ yz oy 1
dx  xy-x2 xy—2x2 o g—(g)z'
y

En este caso lo sustitucion z = % no sirve porque al dividir cada término por y? con el

£ . . . f . X
propdsito de eliminar la variable y , no es posible reemplazar z = % ,sinoz =7,

. C X dx dz
La nueva sustitucién® es entoncesz == = —=z+y—.
y dy dy
. dy 1 dx _x X\ 2 dz 2 dz dy
Teniamos que — = —==-—()’ =z Loy 222
e o 5 G)? dy (y) Ve 22 y
7= —J 7=>fz‘2dz= —Iny+c¢; = -5 = —lny + ¢4 ﬁﬁ;:lny+c1 =

y = xlny + cx. Verifique el resultado.

Ejemplo 15. Resolver la ecuacién diferencial homogénea*
(v? — 3xy — 2x¥)dx = (x? — xy)dy.

NPT .y . . . d dz
Dividiendo la expresién por x2 y haciendo la sustitucion z = %d—z =2z +x—-, nos qgueda

y? xy  2x2 y2 xy  2x?
dy (P-3wy-20) 35" S35 & _
d B 2 _ - x2 Xy x2 xy
S e G-2) G-2)
N dz z>—-3z-2
i —
z+x— —
dz 2z>—-3z-2 z2—3z—-2—z+2z% 2z2—4z-2 2(z*-2z-1)
X— = — 7z = _ _ -
dx 1-2z 1—2 1—2 11—
1-2z dx 1
S p¥=2 = -ghh@-2z-D+ea=2nx+e=

“ Ejercicio ndmero @ de la seccién de ejercicios propuestos del capitulo 1del libro Ecuaciones
diferenciales de Simmons, p.79.

» Con la nucva sustitucion z-xy=x-uy=dx-udy+ ydu=dxdy-urydudy.

“ Ejercicio nimero 20 de la seccion de cjercicios propuestos del capitula 1 del libro Ecuaciones
difcrenciales de Simrons, p.79.
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(y? — 2xy — x?%)

—In(z? — 2z — 1) = 4lnx + 4c, = In[(x*) - >

= In[x?(y? — 2xy —x®)] = ¢c3 =

eln[xz(yz—ny—xz)] = e = xZ(yZ — 2xy — XZ) =c

Ecuaciones diferenciales convertibles a homogéneas.

Existen ecuaciones diferenciales que, no siendo homogéneas, si podemos convertirlas a
homogénea. Estas ecuaciones son de la forma

dy _ax+by+c
dx (dx+ey+f

Mediante las sustituciones x=u+h = dx=du,y y=v+k = dy=dv,con
h, k constantes, estas ecuaciones se reducen a una ecuacion homogénea.

A continuacién, dos ejemplos que nos muestran el procedimiento utilizado.

Ejemplo 16. Resolver la ecuacién diferencial del Ejercicio nimero 3 de la seccidn de
ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales de {Simmons,
2007, p.79):

(2x+ 3y + 1)dx + (2y —3x + 5)dy = 0.

Aungue esta ecuacidn diferencial no es homogénea, si podemnos convertirla a
homogénea mediante las sustituciones x =u+h = dx=du,y y=v+k = dy =
dv, con h, k constantes.

. _ _ . dy _ (2x+3y+1)
La ecuacion (2x + 3y + 1)dx + (2y — 3x + 5)dy = 0 es equivalente @ = (2y—3crs)

Reemplazando las sustituciones propuestas tenemos

dv 2(u+h)+3w+k)+1 2u+2h+3v+3k+1
du 3w+h)-2(v+k)—5 3u+3h—-2v—-2k—-5

2u+3v+2h+3k+1
3u—2v+3h—2k -5
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Hacemos ' 2h+3k=-1y3h—-2k=5 = h=1yk=-1 =

dv 2u+3v+2(1)+3(-1)+1 2u+3v dv 2u+3v .
— = = =— = que ya es homogénea.
du 3u—-2v+3(1)-2(-1)-5 3u-2v du 3u—-2v
2 3
dv  2u+3v f"’f dv 2"‘35 v dv N dw
— = =3 =— s — = _—
du 3u-—-2v 3H_2% du T 3_97"Y Ly dau VT4
u u u
N dw 2+ 3w dw _2+3w 2+3w—3w+2w? 2+ 2w?
T T3—ow  Yau T 3—aw Y 3— 2w 3 — 2w
(3-2w) du 1 dw 2w du
=—— " dw=—=-[3 — dw — =
2(1+w?) Y= 2[ f1+W2 f1+W2 fu

Evaluemos cada integral de la parte izquierda de |a Ultima expresion:

3f T 3tan"lw.
2w dt
w=t= w® =dt = 2wdw = dw = — =
| d 1+ w? = dt = 2wd d
1+ w? 2
2w 2w dt
f1+W _ITE_I— lnt=ln(1+w2)
Entonces
1 du 1 5
§[3f1+w2 f1+w2 =f7:>3tan w—In(1l+w? =2lnu+c=

-1Y LAY
3tan Z—ln(1+(;) )— 2lnu +c.
Recordemos quex =u+hy=v+k >u=x—hv=y—-—k.Comoh=1Lk=-1=

u=x—-—1lLv=y+1 =

3tan"1z— In (1 + (K) ) =2lnu+c= 3tan_1(y—) —In (1 + (y_) >
u u x—1

x—1
=2lnx—-1)+c=

“Este os un sistema de ecuaciones 2x2. Podermos resolverlo por ¢l metodo de reduccion, asi:

2hi13k- 12 3h 2k-53 =>4hibk- 2 2h &k-15 =13h-13=h-1 =2143k- 1 =k- 1.
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2

%) )+ln(x—1)2+c

(x =12+ (y+ 1)?
(x —1)?

+1
3tan‘1(zT1) =In (1 + (

= In[(x — 1)?

|+c=

3tan™' (1) = In(x — D2y +1)? +c.

_ x+2y+2
T —2x+y

. e . d
Ejemplo 17. Resolver la ecuacién diferencial é

Esta ecuacidén es otro ejemplo de una ecuacion ditferencial que, aungue no es
homogénea, si podemos convertirla a homogénea mediante las sustituciones
x=u+h =dx=du,yy=v+k = dy =dv, con h, k constantes.

Reemplazando las sustituciones propuestas tenemaos

dv. u+h+2v+2k+2 u+2v+(h+2k)+2

du —2u-2h+v+k —2u4v+(—2h+k)
Hacemos® h + 2k = —2,—2h + k=0 =>h=_?2,k=_?4
dv. u+2v+(=2)+2 dv u+2v % dv N dw
— = = —=- Sw=—=—= _—=
du —2u+v+(0) du 2u—v v u du v udu

T . . y u+2v . . .
Dividiendo por u cada término de la expresion Y haciendo las sustituciones
propuestas nos queda

N dw 1+ 2w dw 1+ 2w —1-2w-2w+w? —1-—4w+w?
—_— el —_— — —_— = =
w udu 2—w udu 2—w 2—w 2—w
=
2-w) du
dw = | —
f(w2—4w—1) v fu

Al evaluar las integrales” nos queda

1
—Eln[(w—Z)Z—S] =lhu+c=nu*+Inf(w—-2)>-5]=c=

¢ Este £s un sistema de ecuaciones 2x2. Podemos resalverlo por ¢l metodo de reduccion, asi:
hi2k- 22 2hi k-0 =2h14k- 1 2h1k-0 =5k- 4=k- 15 = 2h( 45) -0 =h- 25.

? Es pertinente recordar como se debe evaluar la integral de la izquierda:
2 wew?2 Aw Tdw— w 2w2 Adwid bdw- {w 2) (w 2)2 5) dw.Sea t-w 2)2 b=dt-Zw Z2dw=dw-dt2w 2=
{w 2) (w 2)2 5) dw- 12dtt— 12t1c- 12[(w 2)2 5] 5
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In[((w—2)% = 5) (ud)] = ¢ = eMlW=-2*-5w"] = o¢ = ((w—2)% —5)(u?) =c.

(v — 2u)? — 5u?

u2

) <ol e -3 -

5y + 4\° 5y + 4\ /5x + 2 5x + 2\°
= () -5 5) - () =
5 5 5 5

= (5y +4)? —4(5y + 4)(5x + 2) — (5x + 2)? = 25¢

Yu?)=c=v?—4uwv—u’=c=

= (-2 =5 = c = (

= 5y +4)2—4Gy+4)Gx+2)—(Gx+2)?=c.

Problemas de crecimiento y decrecimiento
Ley de Enfriamiento de Newton

Isaac Newton'”, uno de nuestros grandes protagonistas en la creacion de muchos
resultados relacionados con el Cdleulo diferencial e integral v por supuesto con las
ecuaciones diferenciales, establecid una ley para el calentamiento y enfriamiento de
los cuerpos. Esta ley establece que la variacién de la temperatura de un cuerpo con
respecto al tiempo (o la razén de cambio en el tiempo de la temperatura de un
cuerpo) es proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio que

_ . dr
lo rodea. Sea Ty, la temperatura del medic ambiente, T la temperatura del cuerpo, =

la razén de cambio en el tiempo de la temperatura del cuerpo, entonces la ley de
enfriamiento de Newton se puede escribir como

dT— k(T —T,

“Enlalinea del ticrmpo de este madulo cncuentra ideas importantes sobre Nowton y otros cientificos
relacionadas con el desarrollo historico de las ecuacicnes diferenciales.
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La constante de proporcionalidad k, se torma como positiva (Figura 1); al hacerlo, se
‘ . . . _dT :
requiere el signo menos en esta ley para hacer que la razén de cambio — Sea negativa

en un proceso de enfriamiento cuando T es mayor que Ty, y positiva en un proceso de
calentamiento cuando T es menor que T, .

Ley de enfriamiento de un liguido

[ J
70 Tag
[
=
*
ua =] w
~ &85 »
50 !
.
45
]
40 T T T —
] 10 20 a0 40 &0

tirmin]

Figura 4. Ley de Enfriamicento de un liquido
Fucnte. https://majocosno.wordpress.com/about/calor/transferencia de calor/ley del enfriomicnto/

Ejemplo 18. Ley de Enfriamiento de Newton.

Se coloca una barra de metal a 90 °C en un laboraterio con una temperatura
constante de 18 °C. Si después de un cuarto de hora la temperatura de la barra de
metal disminuye a 40°C, determine

a. El tiempo requerido para que la barra alcance una temperatura de 20 °C.
b. La temperatura de la barra transcurridos 10 minutos.

Primnero resolvamos la ecuacién para T, de la siguiente manera:

dr dr ar

—=—k(T-T),,) >——7—=-"kdt > | ———— —kdt = InT —T,, = —kt +
= enT-Tm) = g7kt+¢ T T = ket =TT, =ce ¥

De donde T es la solucién buscada para la temperatura del cuerpo después de cierto
tiempo t

T =T, +ce*
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Con los datos del problema, la temperatura del medio ambiente es la temperatura del
laboratorio, es decir, T, =18 °C. La temperatura del cuerpo en el instante inicial,
cuando t = 0 minutos, corresponde a T = 90 °C.

Advierta que en la ecuacién T = T, + ce ™™ aparecen dos constantes por descubrir, ¢ y
k. Entonces usemos las condiciones iniciales del problema para encontrarlas:

Busquemos ¢ . Como T, =18 y t =0 cuando T =90, entonces T =Ty, + ce ™ nos
queda

90 =18+ ce® = c = 72.

Busquemos k. Con el valor de ¢ = 72, volvamos a la ecuacién T = Ty, + ce ™ que nos
queda T = 18 + 72e 7%, Sabemos que t = 15 cuando T = 40, entonces

22
T =18+ 727 = 40 = 18 + 72¢ <19 = S =e =

22
InZ = Ine~15k = | = 22 20,0790, de donde

15
T = 18 + 72¢~ %0790t

Ya podemos calcular tiempo requerido para que la barra alcance una temperatura de
20 °C, es decir, despejar la variable t para el valor T = 20. Nos queda

20—1
T = 18 + 72e-00790t — 2() = 18 + 7200790t — ,—0,0790¢t _ 072 8 —
lne—0,0790t — lni = _0107901- = lni =t = ~3,5835 = 45’3
72 72 -0,0790

Para que la barra alcance una temperatura de 20 °C  deben transcurrir
aproximadamente 45 minutos.

Busquemos ahora la temperatura de la barra transcurridos 10 minutos:
T =18+ 727007900 = T = 18 + 7270079000 = T = 18 + 32,7 = T = 50,7

Después de 10 minutos la barra alcanza una temperatura de 50,7 °C.
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Lectura recomendada

Ecuaciones diferenciales
Garcia, A.y Reich, D.
Pd&ginas 19 a 25.

Crecimiento poblacional

En las ciencias naturales {biologia) interesa rmucho la forma como una poblacion de
especies crece con respecto al tiempo. Se sabe que en periodos de tiempo
relativamente cortos la velocidad con que crecen algunas poblaciones como animales
muy pequefos o bacterias es proporcional a la poblacién que se tenga en algun
momento del presente. Supongamos que P(t) es una poblacién de bacterias en el
tiempo t y que, como ya se dijo, la poblacidon estd creciendo de manera constante a
un ritmo proporcional a la poblacién presente en ese momento, entonces interesa
establecer como estd relacionado P con t, o en otras palabras, determinar P como
funcion de x. Volviendo al concepto de razén de cambio, como el ritmo de crecimiento
de P es proporcional a P, entonces podemos escribir esta variacidn en términos de la
ecuacion diferencial

dP

—=kP
dt

dp
P
constante de integracién c, es necesario establecer las condiciones iniciales, es decir,
para una poblacién en determinado instante que tomamos como inicial, P = P,

cuandot = 0.

Resolviendo para P, tenemos Z—IZ = kP = — = kdt = InP = kt + ¢. Para determinar la

Volviendo  al  resultado  preliminar  InP = kt + ¢ = InPy = k(0) + ¢ = ¢ = InP,.
Entonces, InP = kt + ¢ = InP = kt + InPy = e!™ = e(kt+inPo) — p — gkt . plnPo Ep estq
altima expresién el término e!™0 es una nueva constante Py, v llegamos a

P = Pye™t,

El propdsito de establecer esta dependencia de P con respecto a t es muy Util ya que
nos sirve para predecir la poblacion en cualquier instante de tiempo t o bien para
determinar qué tiempo puede demorarse alcanzar cierta poblacidn (Figura 2}.
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Aungue en la introduccién del problema actual consideramos el contexto de animales
muy pequefos y bacterias, supongamos, sin molestar a la raza humana, que aplica
para nosotros. En este sentido, la tasa de crecimiento es el promedio porcentual anual
del cambio en el nirmero de habitantes, como resultado de un superdvit (o déficit} de
nacimientos y muertes, y el balance de los migrantes que entran y salen de un pais.

Evolucion temporal de la poblacidn.
Modelo exponencial.

2000
o 1200 +
=]
B
:E 1':":'.':' T
z
= s00 ¢
D,D | E e B B e B s B B B B B s s e e e B R e
— = - = m o o ] L [}
-— -— — -— [t ] (| (|
Anos
Figura 5. Evalucion temperal de la peblacion
Fuente. http:/ftarwi.lamolina.edu. pe/~acg/Capitulo%Z01119%20Ecologia.htm
Instruccion

A continuacion, resuelva la tercera parte de la actividad de aprendizaje prdctica.
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Ejemplo 19. Para 2014 en Colombia {Index Mundi, 2017} la poblacién estd creciendo a
una tasa media aproximada de 1,07 por 100 anual, es decir, k = 0,0107. Entonces la
expresiéon P = PyeXt aplicada a la tasa de crecimiento de la poblacién colombiana en
2014 se transforma en

P = p,e®0107t

Si por ejemplo nos queremos preguntar cudnto tiempo debe transcurrir para que la
poblacion colombiana se dupligue, entonces

P =2P, = 2Py = Pye®017t = 2 = 20107t = [n2 = [ne®0197" = [n2 = 0,0107t =t =

n2 w
=t = 64,7 anos.
0,0107

Este resultado nos dice que si en la actualidad tenemos aproximadamente 48000000
de habitantes en Colombia, entonces deben pasar aproximadamente 65 afos para
que esta cifra se dupligue.

Instruccion

Para finalizar, le invitamos a revisar un resumen de los conceptos de ecuaciones
diferenciales tratados hasta ahora en el recurso de aprendizaje videoresumen.
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